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192 OPUSCULES MATHÉMATIQUES

Le Problème de la Courbe Funiculaire ou Chaînette présente un
double intérêt, premièrement celui d'étendre l'art d~inventer,
autrement dit l'Analyse 20, jusqu'à présent incapable d'aborder
convenablement de telles questions, deu~ièmeinent celui de faire
progresser la technique des constructions. Je me suis aperçu en effet
que la fécondité de cette courbe n'a d'égale que la facilité de sa

.réalisation, ce qui la met en tête de toutes lyS Tr~scendantes. De fait,
nous pouvons l'obtenir et là tracer à peu de frais, par une construction
de type physique, en laissant pendre un filou mieux une chafnette (de
longueur invariable). Et dès que nous disposons, grâce à elle, de son
tracé, nous pouvons faire apparaître toutes les moyennes propor
tionnelles et tous les Logarithmes que nous pouvons souhaiter, ainsi
que la Quadrature de l'Hyperbole. Galilée fut le premier à y réfléchir,
mais sans parvenir à en découvrir la nature: contrairement à ses
conjectures, Hne s'agit pas en effet de la Parabole. Joachim Jung,
éminent Philosophe et Mathématicien de ce siècle qui, bien avant
Descartes avait eu de nombreuses et lumineuses idées pour la réforme
des sciences, se lança dans les calculs, fit des expériences, et disqualifia
la parabole, mais sans lui substituer la véritable courbe 21. Depuis lors
beaucoup s'étaient attaqués à cette question, mais personne ne l'avait
résolue, jusqu'à ce que récemment un Mathématicien très savant me
donne l'occasion de la traiter. En effet le célèbre Bernoulli, après
avoir dans différents problèmes employé avec succès cette Analyse des
infinis, s'exprimant par le. calcul différentiel, que j'ai contribué à
introduire, m'a demandé publiquement dans les Acta de Mai de l'année
dernière, p. 218 et suivantes, d'examiner, en en faisant l'épreuve, si
notre calcul pouvait s'étendre à un problème comme celui de la
détermination de la Chalnette. Ayant tenté l'expérience pour lui faire
plaisir, non seulement je parvins au résultat en étant, sije ne m'abuse,
le premier à résoudre ce célèbre problème, mais je notai de surcroît les
remarquables applications de la courbe; voilà pourquoi, à l'exemple
entre autres de Blaise Pascal, j'ai convié les Mathématiciens à le
chercher à leur tour, dans. un délai convenu, pour mettre leurs
Méthodes à l'épreuve, èt voir à quoi aboutiraient ceux qui éven-

20 Dans le De ortu progressu et natura algebrae (M.S. VU p. 203) Leibniz
corrige cette assimilation.: « l'art d'inventerdiftère complètement de l'analyse.
exactement comme le genre de l'espèce car ... certaines choses sont découvertes
avec plus de bonheur par la synthèse. » J-

21 Leibniz avait une grande admiration pour ce géomètre allemand que cette
démonstration (publiée en 1627 dans sa Geometrica empirica) avait rendu célèbre et
qui avait assorti ses travaux en mathématiques et en sciences naturelles de réflexions
sur une méthode scientifique inspirée du modèle des démonstrations mathématiques
(Analytica heuretica). Ainsi s'éclaire l'allusion à Descartes.
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tuellement en emploieraient d'autres que celle dont Bernoulli et moi
même usons. Deux seulement firent savoir dans les délais qu'ils avaient
réussi, Christian Huygens, il est inutile d'insister sur ses grands mérites
envers la République des Lettres, et Bernoulli lui-même, en colla
boration avec son jeune frèrè, dont l'intelligence n'a d'égale que
l'érudition; .la contribution de Bdmoulli fait apparaître qu'il n'est
auc.unebrillante trouvaille qu'on ne puisse encore attendre de lui. je
juge donc qu'il a de facto prouvé, comme je l'avais annoncé, que notre
méthode de calcul s'étend bien jusque là et ouvre désormais la voie aux
problèmes réputés autrefois les plus redoutables. Mais il m'appartient
d'exposer mes propres résultats; on verra à quoi ont abouti les autres
en se reportant à leurs solutions.

Voici une construction Géométrique de la courbe, sans l'aide
d'aucun fil ni d'aucune chaînette, et sans présupposer aucune qua
drature, construction qu'on doit à mon sens juger la plus parfaite qu'on
puisse obtenir pour les Transcendantes et la plus conforme à l'Analyse.
Soient deux segments quelconques ayant entre eux un rapport
déterminé invariable, représenté ici par D et K, dès qu'on connaît le
rapport de ces deùx segments tout le reste en découle par simple
application de la Géométrie ordinaire.

F L
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Soit ON une droite indéfinie parallèle à l'horizon, OA un segment
perpendiculaire égal à 03N, et au-dessus de 3N, un segment vertical

3N3!;, ayant avec OA le rapport de D à K. Cherchons la moyenne

proportionnelle IN1!; de OA et 3N3!;, puis de IN1!; et 3N3!; 22, puis à
son tour la moyenne proportionnelle de IN1!; et OA; à mesure qu'on

.cherche ainsi des moyennes proportionnelles, puis à partir d'elles des
troisièmes proportionnelles, prolongeons le tracé d'une courbe
I;I;(A)(!;)(!;), telle qu'en prenant pour 3N31;,INO, Ol(N), l(Nh(N) etc.

des intetvalles égaux, les ordonnées 3N31;, INIÇ, OA, I(Nh(ç),

3(Nh(ç) soient en progression Géométriquecontinue, courbe que j'ai

coutume d'appeler logarithmique 23. Dès lors en prenant ON et O(N)
égaux, élevons au-dessus de N et (N) les segments NC et (N)(C) égaux
à la demi-somme de NI; et (N)(I;), C et (C) seront des points de la
Chaînette FCA(C)L dont nous pouvons ainsi déterminer Géométri
quement autant de points que nous le désirons 24.

Inversement, si la Chaînette est construite physiquement, en
suspendant un fil ou une chaîne, nous pouvons grâce à elle établir
autant de moyennes proportionnelles que nous souhaitons, et trouver
les Logarithmes de nombres, ou les nombres de Logarithmes, donnés.

Cherche-t-on par exemple le Logarithme du nombre Oro, c'est-à-dire,

ce qui revient au même, le logarithme du rapport enq-e OA et Oro,
celui de OA (que je choisis comme Unité et que j'appellerai aussi
paramètre) étant posé égal à 0, il faut prendre la troisième proportion
nelle Oq>de Oro et OA, puis choisir comme abscisse la demi-somme OB

de Oro et Oq>, l'ordonnée correspondante BC ou ON sur la Chaînette,
sera le Logarithme qu'on cherchait correspondant au nombre

22 3N3Ç _ D. OA _ INlç .
OA - K' lN IÇ - 3N3ç

23 Soient X les abscisses OA. lN 1ç ... et Y les ordonnées OIN. 03N ...

Posons x = INlç. par conséquent 3N3ç = x2, et Y(x2) = 2Y(x), ce qui correspond
à la propriété caractéristique des logarithmes. Leibniz disposant les abscisses
verticalement. la courbe prend sur la figure l'aspect d'une exponentielle.

1 1
24 Posons Z = NC = (N) (C) = 2 [Nç + (N)(ç)] = 2 [X(y) + X(- y)]. avec

y = log x, soit en langage moderne Z = ±[exp(y) + exp(- y)]. ce qui correspond à

la définition de la fonction cosinus hyperbolique.
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proposé 25. Réciproquement, si un Logarithme ON est donné, il faut
prendre le double du segment vertical NCabaissé de la Chaînette et le
couper en deux segments dont la moyenne proportionnelle soit égale à
OA qui est donné (l'unité), (c'est un jeu d'enfant) ; les deux segments
seront les Nombres qu'on cherchait, l'un supérieur, l'autre inférieur à
un, correspondant au Logarithme proposé 26. Autre méthode: après
avoir obtenu NC comme je l'ai dit, soit encore OR (le point R étant pris
sur l'horizontale AR de telle sorte que OR soit égale à OB ou à NC), la
somme et la différence des segments OR et AR seront les deux
Nombres, l'un supérieur, l'autre inférieur à un, correspondant au
Logarithme donné. La différence entre OR et AR est en effet égale à

NI;, et leur somme à (N)(I;) ; tout comme OR et AR sont à leur tour la

demi-somme et la demi-différence de (N)(I;) et NI; 27.

Voici la solution des principaux Problèmes habituellement posés à
propos d'une courbe. Tracé de la tangente en un point donné C;

Sur la droite horizontale AR passant par le sommet A, soit R tel
que OR soit égal à OB qui est connu, la droite CT antiparallèle à OR
(coupant l'axe OA en T) sera la tangente que nous cherchons. Je
nomme ici en abrégé antiparallèles les droites OR et TC faisant avec les

25 OA étant choisi comme unité, Ocpcorrespond à l'inverse de Oro :
O<p OA ,
OA = -, par consequentOro

1 111
OB = 2' [Oro + Ocp]= 2' [Oro + Orol= 2'[exp(log Oro)+ exp(-log Oro)]

= ich(lOg Oro); puisque Leibniz compte les abscissesverticalement, «l'ordon
née » BC, qui en langagemoderne serait l'ordonnéede la fonction Arg ch (OB),
correspondbien à log Oro.

26 ON = log y; 2NC = exp[logy] + exp[log.!..]= y + .!..;il faut donc diviser
y y

(secare) cette somme en deux segmentsp et q tels que: -&- = 0: 'on obtient
1 P Le·b· 1 "1 ·thm 1·· , à

p = y et q = y. our 1 mz x et j(0nt meme ogan e, ce UI-CI etant ses yeux
toujourspositif. Plus tard il considéreraque le logarithmed'un nombre inférieurà
unest négatif,cf. infraObservatio quod rationes.

27 Ce point R va jouer dans toute la suite un rôle déterminant, puisque
l'ordonnéeAR correspondà la fonctionsinushyperbolique.En effet OR2= ch2y =

1
OA2+ AR2= 1 + AR2.En posant OB = OR = 2'[exp(log y) + exp(-log y)], la

règle de Leibniz revient à poser: AR = î [exp(log y) - exp(- log y)], dans ces

conditions: OR+ AR = exp(logy) = y, et OR- AR = exp(-log y) =.!. .y
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parallèles AR et BC des angles ARO et BCT non pas égaux, mais
néanmoins complémentaires. Les triangles rectangles OAR et CBT
sont donc semblables 28.

Trouver le segment égal à un arc de Chaînette.
Si on trace le Cercle de centre 0, de rayon OB, coupant la droite

horizontale passant par A en R, AR sera égal à l'arc donné AC 29. On

voit également d'après ce qui précède que cpro sera égal à la portion de

Chaînette CA(C) 30. Si celle-ci valait deux fois le paramètre, c'est-à
dire si AC ou AR étaient égaux à OA, son inclinaison sur l'horizon au
point C, autrement dit l'angle BCT, serait de 45 degrés, et l'angle
CT(C) par conséquent, un angle droit.

Quadrature d'une aire comprise entre la Chaînette, une ou
plusieurs droites.

Après avoir comme ci-dessus trouvé le point R, le rectangle OAR
sera égal au Quadriligne AONCA. La quadrature de tout autre secteur
s'en déduit aisément. Nous voyons également que les arcs sont
proportionnels aux aires quadrilignes 3!.

Centre de gravité d'une Chaînette ou d'une portion de Chaînette
quelconque.

Après avoir établi la quatrième proportionnelle oe de l'arc AC,
autrement dit AR, de l'ordonnée BC et du paramètre OA, ajoutons-lui
l'abscisse OB, la demi-somme OG fournira le centre de gravité G de la

28 Deux angles u et v sont complémentaires lorsque leur somme est égale à un

angle droit, soit tels que tg u = t; v . Soit u l'angle ARO, tg u = ~; soit v

l'angle BCT, par définition tg v = W-. La construction de Leibniz revient à poser
qu'en prenant OA comme unité, AR est le coefficient directeur de la tangente. En

1 dx

termesmodemes, en prenant x =2'[exp y + exp - yl, dy = shy.
29 C'est une nouvelle propriété remarquable de la Chaînette; en prenant OA

égal à l'unité, l'abscisse curviligne z est égale au coefficient directeur de la tangente.

Ceci résulte directement de l'équation différentielle z = a ~; (cf. introduction) .

. dz _/~ dxEn notatIOn moderne ay = -" 1+[ayF , comme x = ch y, ay = sh y, or

1 + sh2 y = ch2 y, donc ~= ch y et en définitive z = sh y. La Chaînette offre donc
un nouvel exemple de courbe transcendante rectifiable.

30 <pm= O<p- Om= exp y -exp (-y) = 2sh y.
31 Nous pouvons remarquer en effet d'après les relations précédentes que

l'élément d'aire xdy = ch y.dy est égal à l'élément d'abscisse curviligne dz. Il en
résulte, en prenant OA égal à l, que z = AR = l'aire AONCA:

\
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Chaînette CA(C) 32. En prenant de surcroît l'intersection F<(le lIa; ,
Tangente CT avec la droite horizontale passant par A,; pui~j.eu;,
complétant le rectangle GAEP, P sera le centre de gravitéd<1l'arc{
AC 33. Celui de tout autre arc CI C est à une distance AM (le l'axe, 1tM '

étant le segment perpendiculaire, à l'horizontal~, passan,t par"l,e sotnÎn,et,,',);
abaissé du point d'intersection 1t des tangentes C1t et 1C1t ; mais noùs
pouvons également l'obtenir à partir des centres de gravité des arcs AC, .
et AIC. Nous en déduisons aussi BG, correspondant à la position la
plus basse possible du centre de gravité d'un fil, d'une chaînette ou de

toute autre ligne flexible non extensible, de longu~ur cprodonnée,'
suspendue aux points C et (C). Pour toute figure autre que la combe'
CA(C) dont je m'occupe, le centre de gravité sera plus haut.

Centre de gravité de l'aire comprise entre la Chaînette et une ou
plusieurs droites. C,' t,':h'i:;' •

Prenons la moitié OB de OG, puis complétons lerectàngle BAE9l<
Q sera le centre de gravité de la figure quadriligne AONCA.34., Nous/"!
en déduisons aisément le centre de' gravité' de toute autre: figlire'(;,,!
comprise entre la Chaînette et une où plusieurs droites} Iltm' fésüHê/i,: ','
encore ceci de remarquable que non seulement les figures quadrillgnes:;' "l'

comme AONCA sont proportionnelles aux arcs AC, je l'avais'déjà ,"
noté, mais que les distances de leurs deux centres de gràvité à la droIte;

))'(:

32de=~' d'où DG = ~[OB+~] = î[Chy+s'; y ] =

~[Ch y.sb y + y], or l'abscisse Xg du centr~ de gra,:ité deA.C.~st

Jxdz fch2YdY l .
Xg =- =SJi'V""""' On vérifie que ï[ch y.sb y + y] est bien une primitivede

Jdz y
ch2y.

33 Ceci correspond à la propriété
Leibniz dans la lettre à Jean Bernoulli: le

verticale du centre de~vité. , ' , . ,".' -', - .",.,.
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horizontale passant par 0, à savoir OG et OB, sont proportionnelles, la
première étant constamment double de la seconde; quant à leurs
distances à l'axe OB, soit PG et QB, leur proportionnalité est purement
et simplement égalité.

Volume et surface des solides engendrés par rotation autour de
toute droite fixe des figures délimitées par la Chaînette et une ou
plusieurs droites.

Comme on le sait, ce résultat se déduit des deux problèmes
précédents. Si la Chaînette CA(C} tourne par exemple autour de l'axe
AB, l'aire engendrée sera égale au cercle ayant pour rayon la racine du
double du rectangle BAR 35. Nous pouvons tout aussi bien évaluer les
autres surfaces et volumes engendrés de cette façon.

Je passe sur nombre de Théorèmes et de Problèmes qui sont déjà
contenus dans ce qui précède ou en résultent aisément, car je tenais à
être bref. Soient par exemple deux points Cet IC d'une Chaînette, soit
1t l'intersection des tangentes en ces points, abaissons des points IC, 1t,
C les segments ICIJ, 1tM, CJ, perpendiculaires à la droite horizontale
ABE passant par le sommet, nous aurons

IJJ.AC - ICC.IJM = IBB.OA 36.

Il peut être également opportun de faire intervenir des séries
infinies. Par exemple, le paramètre OA étant l'unité, notons a l'arc
AC, soit le segment AR, et y l'ordonnée BC, nous aurons:

1 1 3 5 .
Y = Ta - 6' a3 + 40 a5 - 112 a7 etc., séne que nous pouvons

poursuivre au moyen d'une règle simple. Nous pouvons en outre, en
utilisant ce qui précède, déduire tout le reste à partir des éléments
caractéristiques de la courbe. A titre d'exemple, en supposant connus
le sommet A, un autre point C, ainsi que la longueur AR de l'arc AC
qu'ils délimitent, il est possible d'obtenir le paramètre AO de la
courbe, soit en substance le point 0 :en effet, puisque B est connu lui
aussi, traçons BR puis en R menons le segment R~ tel que l'angle BR~
soit égal à l'angle RBA, dans ces conditions, la droite R~ (qu'on aura
prolongée), coupera l'axe BA (prolongé) au point 0 souhaité.

35 Leibnizappliqueici le théorèmede Guldin.La surfaceengendréeest égale
au produit de la longueurAC par la distanceparcouruepar son centre de gravité.
Celui-ciest à une distanceABde l'axe.n parcourtdoncla circonférence2n:AE.La
longueurde AC étantAR,on voitque le produitvaut2n:AB.AR.

36 La longueur lM est égale à [ch YI - ch Y + sh Y (y - yd] .
l sh y - sh YI '

lCC = sh YI - sh y; AC = sh y; III = YI - y. on vérifie aisément que
IBB = ch YI - ch y, d'où IIM.ICC = ch y - chYI - sh (y).(y - YI) =
III.AC- IBB.Le texte de Gerhardtintervertitles lettres1et J.



Je crois que ce que j'ai dit contient bien l'essentiel et permettra de
déduire au besoin tout ce qui concerne la courbe. Je me dispense d'y
ajouter les démonstrations pour ne pas être prolixe, et surtout parce
qu'elles sautent aux yeux lorsqu'on a compris les .calculs que j'ai
expliqués ici-même et qui constituent notre nouvelle Analyse.
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