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CALCUL INTEGRAL.

VINGT ET UNIEME LECON.

INTRGRALES DRFINIES.

Supposons que, la fonction y = f(x) étant continue par rapport a
la variable « entre deux limites finies z =z,, * =X, on désigne
par x,, &,, ..., &,_, de nouvelles valeurs de 2 interposées entre ces
limites, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis
la premiére limite jusqu'a la seconde. On pourra se servir de ces
valeurs pour diviser la différence X — , en éléments

(1) Ty Loy Xy— Py T3~ Ty vovy X —Tpy

qui seront tous de méme signe. Cela posé, concevons que I'on mul-
tiplic chaque élément par la valeur de /() correspondante & 1'ori-
gine de ce méme élément, savoir I'élément z, — x, par f(z), I'éle-

ment x, — @, par f(x,), ..., enfin I'élément X — =, _, par f(z,. ,):
et soit

(2) S::(‘rl—‘l’o)f(-’co)‘i‘ (£ —2y) f(2)) +...+ (X —2py) f(24-1)

la somme des produits ainsi obtenus. La quantité S dépendra évidem-
ment : 1° du nombre n des éléments dans lesquels on aura divisé la
différence X — &,; 2° dos valeurs mémes de ces éléments et, par con-
séquent, du mode de division adopté. Or il importe de remarquer
que, si les valeurs numériques des éléments deviennent tras petites
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et le nombre » trés considérable, le mode de division naura plus sur
la valeur de S qu'une influence insensible, C'est, effectivement, ec
que I'on peut démontrer comme il suit.

Si I'on supposait tous les éléments de la différence X — z, réduits
& un seul qui serait cette différence elle-méme, on aurait simplement

(3) S =X —z,) f(z).

0

Lorsque, au contraire, on prend les expressions (1) pour éléments
de la différence X — z,, la valeur de S, déterminée dans ce cas par
Péquation (2), est égale & la somme des éléments multipliée par une
moyenne entre les coeflicients

f(-z'o)r f(‘”l)) f(wt)v vrey f(“"'n—l)

[ voir, dans les préliminaires du Cours d’ Analyse, le corollaire du théo-
reme I1E (')]. D'ailleurs, ces coefficients étant des valeurs particulibres

de 'expression
STwe + (X -~ )]

qui correspondent i des valeurs de 0 comprises entre zéro ct I'units,
on prouvera, par des raisonnements semblables & ceux dont nous
avons fait usage dans la septiéme Legon, que la moyenne dont il
s'agit est une autre valeur de la méme expression, correspondante
4 une valeur de 0 comprise entre les mémes limites. On pourra done
a I'équation (2 ) substituer la suivante

(3 S = (X ~x) 2+ 5(X — 2y},

dans laquelle 0 sera un nombre inférieur a I'unité.

Pour passer du mode de division que nous venons de considérer &
un autre dans lequel les valeurs numériques des éléments de X — z,
soient encore plus petites, il suffira de partager chacune des expres-
sions (1) en de nouveaux éléments. Alors on devra remplacer, dans
le second membre de I'équation (2), le produit (x, — x,) f(x,) par

(') OFEuvres de Cauchy, S. 1, T. HI, p. 28.
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une somme de produits semblables. 2 laquelle on pourra substltuer-
une expression de la forme

(x;— l'o)f[-l‘o"' folz— )],

% étant un nombre inférieur a I'unité, attendu qu'il y aura entre cette
somme et le produit (x, — 2,) f(z,) une relation parcille & celle qui
existe entre les valeurs de S fournies par les équations (4) et (3).
Par la méme raison, on devra substituer au produit (x, — z,) f(x,)
une somme de termes qui pourra étre présentée sous la forme

(23— x,) [ 2+ 0y (2, — )},

0, désignant encore un nombre inférieur 3 'unité. En continuant de
la sorte, on finira par conclure que, dans le nouveau mode de divi-
sion, la valeur de S sera de la forme

5 S= (2y— &o) fag 4+~ bo (24 — x,)]
+ (wy— &) f 2+ 0y (23— ()] +. ..

(3)
{ +(x—‘1’r¢-|)f[~1'n~—|+ a/u—l(x“‘-"’n-x)]-
Si Pon fait dans cette derniére équation

SIe+0 (21— x0)] = f(£,) 5y,
[z + 61(‘74'2"‘-”1)] = f(x,) = P

f[-ru-»l -+ au—ﬂ (x - xn—l )] ::f(‘l"n-l) =+ 5/:-!)
on en tirera

| S= (21— 2) [f(=) 2] + (Es—2) [S(2)) = &) +. .
+(x"‘$u-t)[f(~z'n-t) +——3u-—|]»

(6)

puis, en développant les produits,

(=) g S = (8 — &) [(g) 4~ (23— Z(@) + oo+ (X = 2ny) f(2any)

T (b — ) g (py—upy) .. = -t (X—kpy).

Ajoutons que, si les éléments Ty — Xy Ty— 2y, +vvy X — x,—, ont
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des valeurs numerlques trés. petltes, chacune des quantités == ¢,

L&y ooy dig,, différera tres peu de zéro, et par suite il en sera
de méme de la somme

Eeo(@y— o) L gy (2y—2,) ... £ et (X —&n_y),

qui est équivalente an produit de X — =, par une moyenne entre ces
_diverses quantités. Cela posé, il résulte des équations (2) et (7) com-
_parées entre elles qu'on n’altérera pas sensiblement la valeur de S
calculée pour un mode de division dans lequel les éléments de la dif-
férence X — z, ont des valeurs numériques trés petites, si 'on passe
a un second mode dans lequel chacun de ces éléments se trouve sub-
divisé en plusieurs autres.

Concevons & présent que I'on considére 3 la fois deux modes de
division de la différence X — a,, dans chacun desquels les éléments
de cette différence aient de trés petites valeurs numériques. On
pourra comparer ces deux modes i un troisitme tellement choisi
que chaque élément, soit du premier, soit du second mode se trouve
formé par la réunion de plusieurs éléments du troisidme. Pour que
cette condition soit remplic, il suffira que toutes les valeurs de ,
interposées dans les deux premiers modes entre les limites x,, X,
soient employées dans le troisicme, et I'on prouvera que P'on altére
trés peu la valeur de S en passant du premier ou du second mode
au troisitme, par conséquent en passant du premier au second.
Done, lorsque les éléments de la différence X — 2, deviennent infini-
ment petits, le mode de division n’a plus sur la valeur de § qu'une
influence insensible; et, si I'on fait décroitre indéfiniment les valeurs
numériques de ces éléments, en augmentant leur nombre, la valeur
de S finira par étre scnsiblement constante ou, en d'autres termes,
elle finira par atteindre une certaine limite qui dépendra uniquement
de la forme de la fonction f(z) et des valours extrémes z,, X attri-
buées a la variable x. Cette limite est ce qu’on appelle une intégrale
définie.

Observons maintenant que, si I'on désigne par Az = h = dz un

Yol
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accroissement fini attribué a Ia variable z, les différents termes dont
se compose la valeur S, tels que les produits

(&= @) f(20), (@) fly),
seront ous compris dans la formule générale
(8) . /lf(w)ﬁ.f(‘r)dl',
delaquelle on les déduira I'un apres I'autre, en posant d’abord

=2, et h= 2y — 2,
puis
r—=ux, et h=2y— 2y,
On peut done énoncer que la quantité S est une somme de produits
semblables & I’expression (8), ce qu'on exprime quelquefois a I'aide
de la caractéristique X, en écrivant

(y) S:;ZI:f(x):Ej(.r)A.r.

Quant & l'intégrale définic vers laquelle converge la quantité S, tandis
que les éléments de la différence X — 2, deviennent infiniment petits,
.on est convenu de la représenter par la notation [t f(z)ou f S(@)dz,
dans laquelle la lettre [, substituse i Ia lettre £, indique', non plus
une somme de produits semblables 3 Pexpression (8), mais la limite
d’une somme de cette espéce. De plus, comme la valeur de I'intégrale
définie que 'on considére dépend des valeurs extrémes Z,. X altri-
buées i la variable z, on est convenu de placer ces deux valeurs, la
premitre au-dessous, la seconde au-dessus de la lettre f, ou de les

écrire i coté de intégrale, que 'on désigne en conséquence par I'une
des notations

w Sy, f/‘(w)dw[?]; Jrea| 23]

La premitre de ces notations, imaginée par M. Fouricr, est la plus
simple. Dans le cas particulier oit Ia fonction /() est remplacée par
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une quantité constante a, on trouve, quel que soit le mode de divi-
sion de la différence X — z,, - '

S=a(X—uxz,),

et 'on en conclut )
X
(1) f ade = a(\ — z,).

R

Si, dans cette derniére formule, on pose @ =1, on en tirera

X
(12) / de =X — z,.
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VINGT-DEUXIEME LECON.

FORMULES POUR LA DETERMINATION DRES VALEURS EXACTES OC APPROCHRES -
DHS INTEGHALES DBPINIAS,

D'aprés ce qui a été dit dans la derniere Legon, si U'on divise X — ,
en éléments infiniment petits z, — x,, 2, —2,, ..., X — Ty la
somme '

(1) S;—_—(,-z;‘_,z-o)f(.z-o) -+ (a‘,—xg)f(a:,)+...+(X~—-'Du—|)f(-z‘n—|)

convergera vers une limite représentée par Pintégrale définie

X
{2) f S(x)de.

Des principes sur lesquels nous avons fondé cette proposition, il
résulte qu'on parviendrait encore 4 la méme limite si la valeur de S,
au lieu d’étre déterminée par I'équation (1), était déduite de formules
semblables aux équations (5) et (6) (vingt et uniéme Legon), c’est-
a-dire si Fon supposait
| (3= (&= 20 flae+b(mi—a))
(3) . + (29— &) floey+ O (23— 2 )] +. ..
( + (X —=2py) f[ @0y + by (X - Zaw)l

0 0,, ..., 6,_, désignant.des nombres quelconques inférieurs &
P'unité, ou bien
A { S={(zy—2) [f(20) £ey] + (Ze— @) [[f(z) e ] +...

J + (X = 2uy) [N @) Tty )y

€00 &4y« o1 &, désignant des nombres assujettis & s'évanouir avec
Ies éléments de la différence X — z,. La premiere des deux formules
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précédentes se réduit a 'équation (x), lorsqu’on prend
Op=0=...=0,_;=o.

Si I'on fait, au contraire,

Bp=0b1=...=0py=1,

-

on trouvera
) S=(zi—x) f(2) +(zs—2)) f(2) +...+ (X — 20y) S(X).

Lorsque, dans cette derniére formule, on échange entre elles les deux
quantités 2, X, ainsi que tous les termes placés a égales distances
des deux extrémes dans la suite z,, «,, ..., z,_,, X, on obtient une
nouvelle valeur de S égale, mais opposée de signe, 2 celle que fournit
P'équation (1). La limite vers laquelle convergera cette nouvelle valeur
de S devra donc étre égale, mais opposée de signe, & l'intégrale (2), de
laquelle on la déduira par I'échange mutuel des deux quantités x,, X.
On aura done généralement

E X
6 de=— dz,
(6) [ srde=— [ f@)do

On emploie fréquemment les formules (1) et (5) dans la recherche
des valeurs approchées des intégrales définies. Pour plus de simpli-
cité, on suppose ordinairement que les quantités z,, 2, ..., £,_,, X
comprises dans ces formules sont en progression arithmétique. Alors
les éléments de la différence X — z, deviennent tous égaux i la frac-

X —ux ‘o . .
°; et, en désignant cette fraction par ¢, on trouve que les
n

tion
équations (1) et (5) se réduisent aux deux suivantes :

(7)) S=L[f(xe) +S( T+ &)+ f(2+ 28y +.. .+ (X —28) + f(X—i)],
(8) S=i[f(xo+ i)+ f(Zo+36) ...+ f(X—28) + f(X — ) +£(X)].

On pourrait supposer encore que les quantités zy, 2y, ..., z,_,, X

forment une progression géométrique dont la raison différe trés peu

. 1

o S : X\*
de I'unité. En adoptant cette hypothese et faisant (;0) =1+, on
tirera des formules (1) et (5) deux nouvelles valeurs de S, dont Ia

L7

OEuvres de C. — S. 11, t. IV,
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premiére sera

(9) S§= z{.z:,,f(.z‘o) + xo(1 + o) fle (1 +a)] +...+ H)fo:f(_}g—)%‘

Il est essentiel d'observer que, dans plusieurs cas, on peut déduire
des équations (7) et (9), non seulement des valeurs approchées de
Fintégrale (2), mais aussi sa valeur exacte ou limS. On trouvera, par
exemple,

¥ (X — 2) (X + 7 — £) Xt—2z} _X—a}

(10) f.r dz =lim =lim = ,
*, 2 242 2
X AN x, X &
eodo i LAY —A%)  AS— A%
ij: A*de = lim G =
(re) <
'f ¢® dr = e¥ — ¢%,
VY, .
{ X 1, patl 4l geakl
x2de = lim a,(xa o) = X« o,
. {1+ a)e+t—) @1
(12) = '

| ¥ dr . X
f Y limea=1,
! ¥y ‘l“ ‘Eo

la derniere équation devant étre restreinte au cas ol les quantités x,,
X sont affectées du méme signe. Ajoutons qu'il est souvent facile de
ramencr [a détermination d’une intégrale définie i celle d’une autre
intégrale de méme espece. Ainsi, par exemple, on tirera de la for-
mule (1)
' X

f ag(xr)der =lima{(oy— o) 9(2o) + .. .4+ (X —Zuoy) (20 y)]
(13) { :

X
_—_-af e(x)dzr,
PN ¢
\ j Jix +a)yde =lim[(x, — &) f(wo+i-a) 4+...+(X = 2,) f(£4=y + a)]
(1) { S+a
' :f f(.z)d.z:,
X X—a X . X—nd .
(13) f flr—a)dx :.-f Sf(z)dr, a:d‘_ta ':f —%:li_z'
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la derniére équation devant étre restreinte au cas oit z,— a et X — @
sont des quantités affectées du méme signe. De plus, on tirera de Ia
formule (8), en posant #, = o et remplacant f(z) par /(X — ),

N
f SX—z)dz=lmi[ f(X— )+ f(X = 2d)--... 4 f(20) -+ (i) + [(0)]
(16) ’ <
= [ (@) dr;

puis on en conclara, en ayant égard & I'équation (14),

A—x,

X—ux, <
(17) f(X-——x)d.z‘:f f(.r-e—.z'o)da::f S(x)dr,

o

Enfin, si dans la formule (g) on pose

j(x):;—;; et l(1+a)=8,

on en tirera

X I .
dr . 1 1 ) i dre _ IX
(18) L —_—xlx_hmﬁ(m_'-“lx°+ﬁ+"'+—l){——ﬁ)—f3—— _f';a _.17_l17\,’

les quantités o, X devant étre positives et toutes deux supéricures
ou toutes deux inférieures 3 I'unité.

Une remarque importante a faire, c’est que les formes sous les-
quelles se présente la valeur de S, dans les équations (4) et (5) de Ia
Lecon précédente, conviennent également i intégrale (2). En cffet,
ces équations subsistant ’une et 'autre, tandis que I'on subdivise ou
la différence X — x,, ou les quantités =, — z,, z, — Ty eonn X — 2,
en éléments infiniment petits, seront encore vraies a la limite, en
sorte qu'on aura

X
(19) . fj'(.x)dx:(X—zu)f[.r.,+9(!(—.z-u)]

et

. X

‘ [ £y ds = (2= ) flog+ oy~ )]

'( " + {2y — &) [T+ 0 (re— 2 )]+ . ..
X —@pny) S gy + O (X — 2.2))],

(20)
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0, 0.,. 0p ..oy 0, deslgnant des nombres inconnus, mais tous infé-
rieurs & l'unité. Si, pour plus de simplicité, on suppose les quan-
lits @y — 2y, 23—y .0y, X —x,-, égales entre elles, alors, en

—_2y

. . X
faisant £ = » on trouvera

N .
(z:)ff(z)dac:c‘[f(w.,’—;—@oi)-|—_f(.r.,+z'+G.i)+...+f(X—i+6,,_.z‘)].

.

Lorsque la fonction /() est toujours croissante ou toujours décrois-
sante depuis x ==, jusqu'a ® =X, le second membre de la for-
mule (21) reste évidemment compris entre les deux valeurs de S
fonrnies par les équations (7) et (8), valeurs dont la différence est
= i f(X) — f(x,)]. Par conséquent, dans cette hypothése, en pre-
nant la demi-somme de ces deux valeurs, ou P’expression

(22) 3 HES(20) + f( @+ &) + f( Xy 3E) +. ..

+S(X=3) +f(X—= )+ F(X)]

pour valeur approchée de I'intégrale (21), on commet une erreur
plus petite que la demi-différence == i[{ f(X) — ! f(,)).

Exemple. — Si I'on suppose
f(.z)::l—_i—?; Zy== 0, X=1, =1,

I'expression (22) deviendra

G+t =o0,78....

]
En consé c 8 ’ LA
quen e,0,78 est la valeur approchée de 1 mtegrale H—z*
L'erceur commise dans ce cas ne pourra surpasser + A) = 5. Elle

sera effectivement au-dessous de i, comme nous le verrons plus tard.

Lorsque la fonction /() est tantot croissante ct tantot décroissante
entre les limites z = #,, x = X, I'erreur que I'on commet, en prenant
une des valeurs de S fournies par les équations (7) et (8) pour valeur
approchée de I'intégrale (2), est évidemment inférieure au produit de
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- =X —x, par la plus grande valeur numérique que puisse obtenir
la différence

(23) f(z+Ax) — f(2) = Ar f'(x + 0 Ax)

quand on y suppose & comprise cntre les limites z,, X et Az entre
les limites o, &. Donc, si I'on appelle £ la plus grande des valeurs
numériques que regoit f(x), tandis que z varie depuis z = , jus-
qud # =X, I'erreur commise sera certainement renfermée entre los
limites

— k(X — &), + ki(X — z,).
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VINGT-TROISIEME LECON.

PECOMPOSITION D'UNE INTEGRALE DEPINIE ENX PLUSIRURS AUTRES. INTEGRALES DEFINIES
IMAGINATRES. REPRRSENTATION GEOMRTRIQUR DES INTEGRALES DRFINIES REBLLES.
DECOMPOSITION DE LA FONCTION S0US LE SIGNE f EN DEUX FACTEURS DONT L'UN
CONSERVE TOUJOURS LE MEME SIGNE.

Pour diviser I'intégrale définie
- 3
D) [ riayds

en plusieurs autres de méme espéee, il soffit de décomposer en-plu-
sieurs parties ou la fonction sous le signcf, ou la différence X — .
Supposons d'abord
flz)=9(x)+y(x) + () +...3
on cn conclura
(.1‘1 —.T,,) f(“‘o)+~ . +(x _’xu—l)./(xn—l)
= (®y— ) (L) +...+ (X —7py) @(rmy)
A+ (= 2y ) 2 ( L) + oo+ X — ) £ (Tnr)

(= r) P(@e) + .+ (X =2y ) Y(Z ) +- -

puis, en passant aux limites,

[xf(x)tlx:fx?(.r)di-—l.—fxx(x)dx+fxq,(w)dx.,_.._.

De cette dernicre formule, jointe i I'équation (13) (vingt-deuxiéme
Lecon), on tirera, en désignant par «, ¢, w, ... diverses fonctions de
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la variable x, et par a, b, ¢, ... des quaitités constantes

oX
(2) /((¢+(’+(v+ )a’v—f tzdt+fc'da+f wdz +..
f(u-l—v)d.c-—f udx+f vdz, f (u—v)d.r—-f adx—-f vdr,

Ta o

[(au+lm+c«v+ )d.z:-—af edr+ b (~d.r+cf wdzr +..
o

¥a

~ Lorsqu’on étend la définition que nous avons donnée de Pintégrale (1)
au cas ou la fonction /() devient imaginaire, I’équation (4) subsiste
pour des valeurs imaginaires des constantes @, b, c, .... On a, par’
suite,

X X X
(3) f(u+uy/:-—l-)¢lz::f ud.z:+\/—1/ vdr.

Xo N

Supposons maintenant que, apres avoir divisé la différence X — ,
en un nombre fini d’éléments représentés par 2, — x,, 2, — x,, ....
X —a,.,, on partage chacun de ces éléments en plusicurs autres dont
les valeurs numériques soient infiniment petites, et que I'on modifie
en conséquence la valeur de S fournie par I'équation (1) (vingt-
deuxiéme Legon). Le produit (@, — x,) f(x,) sc trouvera remplacé
par une somme de produits semblables qui aura pour limite I'inté-

grale / ‘f(:v)dx. De méme, les produils (@, — z,) f(x,),
(Y~a;,:_.)f(w,,_.) seront remplacés par des sommes qui auront

pour limites respectives les intégrales deﬁmcsf S(x)dx, ...,

f S(x)dx. Dailleurs, en réunissant les différentes sommes dont il

Lu—y

s"agit, on obtiendra pour résultat une somme totale dont la limite sera
précisément I'intégrale (1). Done, puisque la limite d'une somme de
plusicurs quantités est toujours équivalente & la somme de leurs
limites, on aura généralement

/lr‘xf(w)d.c :j:.f(x)dx +[J‘=f(x)dx +.. +f f(z)dx.

Xy
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Il est essentiel de se rappeler que l’on‘d‘(')-it ici attribuer au nombre
entier 2 une valeur finie. Lorsqu’entre les limites z,, X on interpose
une seule valeur de  représentée par &, I'équation (6) se réduit &

(7) ‘ frxf(w)dw=£5f(x)dx +‘/E‘xf(ar)vdw.

H est facile de prouver que les éyuations (6) ¢t (7) subsisteraient
dans le cas méme oit quelques-unes des quantités z,, ,, ..., Zoy» &
cesseraient d’étre comprises entre leslimites z,, X, et dans celui oitles
différences &, — g, Ty — s oooy X — Zp_ys & — X4, X — & ne seraient
plus des quantités de méme signe. Admettons, par exemple, que les
différences & — o, X — & soient de signes contraires. Alors, suivant
(qu’on supposera x, comprise entre & et X, ou bien Xcomprise entrez,

et &, on trouvera

~ ‘f:f(:v)dx:: fE ) de+ £ J(@)ds

f:f(z)dx:f:f(z)dx—l—'/x:af(x)dw,

Or, la formule (6) de la vingt-deuxiéme Legon suffit pour montrer
comment les deux équations que nous venons d’obtenir s’accordent
avec P'équation (7). Cette derniére étant établie dans toutes les hypo-
théses, on pourra en déduire directement I’équation (6), quelles que
SOICNL Zyy Ty o vvy Tyoye

On a vu, dans la Lecon précédente, combien il était aisé de trouver,
non seulement des valeurs approchées de I'intégrale (1), mais aussi
les limites des erreurs commises, lorsque la fonction f(z) est tou-
jours croissante ou toujours décroissante depuis x =z, jusqu’a
2 = X. Quand cette condition cesse d'étre satislaite, on peut évidem-
ment, a I'aide de la formule (6), décomposer I'intégrale (1) en plu-
sieurs autres, pour chacune desquelles la méme condition soit rem-

ou bien

plie.
Concevons & présent que, la limite X étant supérieure i z,, et Ia
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fonction f(x) étant positive depuis z = z, jusqu'd =X, =, ¥
désignent des coordonnées rectangulaires, et A la surface comprise
d’une part entre I'axe des z et la courbe y = f(=), d’autre part entre
les ordonnées f(w,), f(X). Cette surface, qui a pour base la lon-
gueur X — x, comptée sur l'axe des z, sera une moyenne entre les
aires des deux rectangles construits sur la base X — a,, avec des hau-
teurs respectivement égales & la plus petite et 4 la plus grande des
ordonnées élevées par les différents points de cette base. Elle sera
donc équivalente & un rectangle construit sur une ordonnée moyenne
représentée par une expression de la forme f[z,+ (X — x,)]; en
sorte qu'on aura |

(8) A= (X —ay) flz,+ HX — z,)]

6 désignant un nombre inférieur & I'unité. Si I'on divise la_base
X — &, en éléments trés petits, x, — @y, 2, — N .
surface A se trouvera divisée en éléments correspondants dont les
valeurs seront données par des équations semblables a la formule (8).
On aura donc encore

o] A=(@— ) f{Zo+ 0y(2,— o)} + (23— 23) [l 21+ Oy (@3— T3)]+ven
( +(x—$n-t)f[$u—t+9 —l(x_xu—t)]:

09, 0, ..., 0,_, désignant des nombres inférieurs & T'unité. Si dans
cette derniére équation on fait décroitre indéfiniment les valeurs
numériques des éléments de X — &,, on en.tirera, en passant aux
limites, '

X
(13) A._—_-f f(z)dz. -

Ezemples. — Appliquer la formule (10) aux courbes y = ax?,
rYy=1y=e¢%.... |
En terminant cette Lecon, nous allons faire connaitre une pro-
priété remarquable des intégrales définies réelles. Si I'on suppose
J(2) =¢(z) y(x), o(x) ety () étant deux fonctions nouvelles qui
restent I'une et 'autre continues entre les limites ' = x;, z.= X, et
OEuvres de . — S. I, L. 1V, . 18

[T AR
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dont la seconde conserve toujours le méme signe entre ces limites, la
valeur de S donnée par P'équation (1) de la vingt-deuxieme Lecon
deviendra

(1) | 8= (&— &) p(24) x(Z0)
| (@ 20) (@) 2(20) oo+ (X = Zat) 9(Tams) X (Famr)s

et sera équivalente i la somme
(&1 20) (@0) + (@3 — @) % (£1) ++ ..+ (X = Zomy) x(Zami)

multipliée par une moyenne entre les coeflicients ¢(x,), ¢(z,), ...,
9 (%~ ), 0U, ce qui revient au méme, par unc quantité de la forme
¢(£), & désignant une valeur de 2 comprise entre x, et X. On aura

done

(12) S=[(@— &) 1 (x0) + (Bs— 1) (1) +reet (X— Ty ) 2 (20-1)] 9 (E),

et 'on en conclura, en cherchant la limite de S,

X X X
3) - ff(.r)d.z::f q>(w)x(x)dw:<p(£)f 2 () dz,

& désignant toujours une valeur de 2 comprise entre z, et X.

Ezemnples. — Sil'on prend successivement

x(z)=1, x(z):—.f;, X(x):w:—a’

on obtieﬁdra les formules
X X
W) [ Sf@rde=r@) [ do=(X—2) f(E),

X X
) [ f@de=tr0 [ E=papis

X X
W) [ A@de=-aft-a [ Eo=@-ani=s,

3
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dont la premiére coincide avec I'équation (1g) de la vingt-deuxieme
Lecon. Ajoutons que le rapport%‘o dans la seconde formule, et le rap-

port X

Zo

-_—a o s . o » .y
—, dans la troisiéme, doivent étre censés positifs.
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* VINGT-QUATRIEME LECON.
DES INTEGRALES DEFINIES DONT LES V.ALEIJRS S8ONT INFINIES OU INDETERMINEES.
VALEURS PRINCIPALES DRS lNTBGI}ALBS INDETERMINRES,

Dans les Lecons précédentes, nous avons démontré plusieurs pro-
priétés remarquables de P'intégrale définie

. X
(v) f S(z)dz,

mais en supposant : 1° que les limites z,, X étaient des quantités
finies, 2° que Ia fonction f(x) demeurait finie el continue entre ces
mémes limites. Lorsque ces deux espices de conditions se trouvent
remplies, alors, en désignant par z,, xy, ..., z,_, de nouvelles
valeurs de x interposées entre les valeurs extrémes z,, X, on a

fj(.r)d.z:_f f(z)d.z+f fla)de +.. +f f(z)dz.

T

Quand les valeurs interposées se réduisent a deux, 'une trés peu
différente de x,, et représentée par &, 'autre trés peu différente de X,
et représentée par, &, I'équation (2) devient

ff(.z')d.z;_f f(x)dw+ff(X)dx+ff(x)d.z',
ct peut s’écrire comme il suit :
X g §
ff(w)dl':(f.u—J‘o)f[dfo-i-9o(Zo—$o)]+£f(w)dw+(X—E)f[5+0(x——E_)],

0,, 8 désignant deux nombres inférieurs i I'unité. Si, dans la derniére
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formule, on fait converger £, vers Ia limite @y, et & vers la limite X, on
en tirera, en passant aux limites, '

S SN pas
3) ff(av)a!zznmjE f(z)dz,

Lorsque les valeurs extrémes z,, X deviennent infinies, ou lorsque
la-fonction f(z) ne reste pas finie et continue depuis Z =z, jus-
qua z =X, on ne peut plus affirmer que la quantité désignée par S
dans les Legons précédentes ait une limite fixe, et par suite on ne voit
plus quel sens on doit attacher a Ia notation (1) qui servait a repré-
senter généralement la limite de S. Pour lever toute incertitude et
rendre & la notation (1), dans tous les cas, une signification claire ot
précise, il suffit d’¢tendre par analogie les équations (2) et (3) aux
cas méme ou elles ne peuvent plus étre rigoureusement démontrées.
C'est ce que novus allons faire voir en quelques exemples.

Considérons, en premier lieu, Fintégrale

%) f_:“'exdx.

Si 'on désigne par £, et £ deux quantités variables, dont la premiére

converge vers la limite — w, et la seconde vers la limite ®, on tirera
de la formule (3) '

+o £ :
f e”dx:limf edz = lim(ef— eb) = e=— g~ —¢o,
—% . ia

Ainsi, U'intégrale (4) a une valeur infinje positive,
Considérons en second lieu Pintégrale

« ®dx
(3) [ -
prise entre deux limites dont 'une est infinie, tandis que 'autre rend

infinie la fonction sous le signe’f, savoir%- En désignant par &, et &

deux quantités positives, dont la premiere converge vers la limite
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zéro, et la seconde vers la limite oo, on tirera de la formule (3)

f de f‘-i—-—hml‘?'...l—:

Ainsi I'intégrale (5) a encore une valeur infinie positive.

11 est essentiel d’observer que, si la variable = et la fonetion ()
restent finies I'une et 'autre pour une des limites de I'intégrale (1),
on pourra réduire la formule (3) & I'une des deux suivantes :

fxf(x)dz:limfaf(w)dx, 'fxf(.z)d.z:lim{xf(m)dx,

On tirera en particulier de ces derniéres

Considérons maintenant I'intégrale

“+1
5 [
. -1

. . PR ¢ . . -
dans laquelle la fonction sous le signe f, savoir —, devient infinie

pour la valeur particulitre £ = o comprise entre les limites # = — 1,
# = + 1. On tirera de la formule (2)

(9) f'“d.t ___f dr /‘ d.r:_.m_‘.w.

La valeur de I'intégrale ( 8) parait donc indéterminée. Pour s'assurer
qu'elle I'est effectivement, il suffit d'observer que, si I'on désigne
par ¢ un nombre infiniment petit, et par i, v deux constantes posi-
tives, mais arbitraires, on aura, en vertu des formules (6),

- 0 —sp
(10) /IE:limf éf, /‘dx f dz
..1‘2 —1 x ev
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Par suite, la formule (g) deviendra

+1 - 1
(11) gf::h'm(f i{-l-f flﬁ):lim(lep.-i—li):lﬁ,
Joy ® -1 » v 5 &v v

et fournira pour I'intégrale (8) une valeur complétement indéter-
minée, puisque cette valeur sera le logarithme népérien de la con-
stante arbitraire %

Concevons & présent que la fonction JS(x) devienne infinie entre
les limites z =2, 2 =X, pour les valeurs particulitres de 2 repré-
sentées par z,, x,, ..., x,. Si I'on désigne par ¢ un nombre.infini-

ment petit, et par (1, v, g, v, ..., Hms Vn des constantes positives,
mais arbitraires; on tirera des formules (2)et(3)

fxf(x)d.z':fxlf(x)dz-l-fr.f(w)dw-i-...+fxf(z)d.r

-y Xe— Efty . X
= lim [f f(x)dz +f f@)ds +. . .+f f(.z-)dx]

X EVy

(13)

Si les limites x,, X se trouvaient elles-mémes remplacées par — =
et ~+ o, on aurait

o i roeev,
®

(13) f+-f(x)d.z:liml:fr'-ep'f(w)dx-l-fn_m’f(.z')da:-}—...+f;—v f(w)dm],

(. v désignant deux nouvelles constantes positives, mais arbitraires.
Ajoutons que, dans le second membre de la formule (13), on devra

rétablir X i la place de = 'ou @, a la place de — E;I’ si des deux quan-

tités @, X une seule devient infinie. Dans tous les cas, les valeurs
des intégrales

A X +®
(14) ff(w)d.r, f f(z)dz,

déduites des équations (12) et (13), pourront étre, suivant la nature
de la fonction f(2), ou des quantités infinies, ou des quantités finies
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(16)
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et déterminées, ou des quantités-indéterminées qui dépendront des
valeurs attnbuees aux constantes arbltra:res [bs Vs p.,. Vis ovos s Voo
Si, dans les formules(lz) et (x3), on réduit a l'unité les constantes

arbitraires @, v, {4, V(s .+ ks Vo» ON trouvera

fx f(z)dz#nm[fr'-eﬂx)dx;fh f(@)dz 4. +f f(.r)tl.c],

E Y

[ Sflx)dz= hm[/‘r‘"‘f(,p)dw +f‘r" flaydz +.. +f+ f(x)dz::l.

Toutes les fois que les intégrales (14) deviennent indéterminées, les
équations (15) et (16) ne fournissent pour chacune d'elles qu'une
valeur particuliére & laquelle nous donnerons le nom de valeur prin-
cipale. Si I'on prend pour exemple I'intégrale (8) dont la valeur géné-
rale est indéterminée, on reconnaitra que sa valeur principale se

réduit 2 zéro.

=

LY
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VINGT-CINQUIEME LE(CON.

INTEGRALES DRPINIES SINGULIRRES.

Concevons qu'une intégrale relative 4 , et dans laquelle la fonc-
tion sous le signe f est désignée par f(x), soit prise entre deux
limites infiniment rapprochées d’une certaine valeur particulitre a
atéribuée a la valeur . Si cette valeur a est une quantité finie,
la fonction f(x) reste finie et continue dans le voisinage de z =gq,
alors, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxiéme Legon), I'intégrale
proposée sera sensiblement nulle ; mais elle pourra obtenir une valeur
finie différente de zéro, ou méme une valeur infinie, si I'on a

et si

a=*w ouabien f(a)== .

Dans ce dernier cas, I'intégrale en question deviendra ce que nous
appellerons une intégrale definie singuliere. 1l sera ordinairement
facile d’en calculer la valeur 2 I'aide des formules (15) et (16) de
la vingt-troisieme Legon, ainsi qu’on va le voir.

Soient ¢ un nombre infiniment petit et #» v deux constantes posi-
tives, mais arbitraires. Si  est une quantité finie, mais prise parmi
les racines de I'équation f(x) ===, ot si f désigne la limite vers
laquelle cbnverge le produit (z — a) f(x), tandis que son premier
facteur converge vers zéro, les valeurs des intégrales singuliéres

a—gp

f@ydz, [ fa)ds

T—g

 QBusresde C. — $. 11, 1.1V, 19

[

P B SR
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seront 2 trés peu prés [en vertu de la formule (16), vingt-troi-
sitme Legon ]

a—ep
(1) f f(z)dr =1,

a-+&
(3) [ t@de=r1}.
a+ev

Si I'on suppose au econtraire ¢ ==+, en appelant { la limite vers

laquelle converge le produit z f(z). tandis que la variable = con-

verge vers la limite =, on aura sensiblement [vingt-troisiéme Lecon,

équation (15)]

(3) f(z)dz = Flg,
t

~@

LS

1
) [ rarae=n?.

H est essentiel d’observer que la limite du produit (z — ) f(z) ou’
z f(x) dépend quelquefois du signe de son premier facteur. Ainsi,

par exemple, le produit a:(w“-i—a:‘)'% converge vers la limite + 1 ou
— 1, suivant que son premier facteur, en s’approchant de zéro, reste
positif ou négatif. 11 suit de cette remarque que la quantité désignée
par f change quelquefois de valeur dans le passage de I'équation (1)
a 'équation (2), ou de I'équation (3) i Péquation (4).

La considération des intégrales définies singuliéres fournit le moyen
de caleuler la valeur générale d’une intégrale indéterminée, lorsqu’on
connait sa valeur principale. En effet, soit

X
(5) [ fardz

Pintégrale dont il s’agit, et concevons que, en admettant les notations



- © CALCUL INTEGRAL. . I 1
de la Lecon précédente, on fasse
£t

hf(a:) dz +.. .+fx Sf(z)dz,

Ty BV Xm+8Vn

(6) E:fr'_w'f(w)qu-

2y—e xy—t X
7) F:f f(z)d.zq-f J(z)de 4. ..+ JS(x)dx.

Ty+¢e Xm+€

Soient, en outre, A = limE la valeur généravle et B=1limF la valeur
principale de I'intégrale (5). La différence A — B = lim(E — F) sera
équivalente b la somme dos intégrales singulieres

f i_mlf(w)dx,

ETT
[ nards,
8 Ty gty
(8) { f F(@)dz,

c’est-a-dire 4 la limite dont s’approche la somme des intégrales (8),
tandis que ¢ décroit indéfiniment. De plus, si I'on désigne par f,,
far ..., f les limites vers lesquelles convergent les produits

(@—z)f(2), (x—2)f(2), ..., (2—2,)f(2),

tandis que leurs premiers facteurs convergent vers zéro, et si ces
limites sont indépendantes des signes de ces premiers facteurs, on
trouvera que la somme des intégrales (8) se réduit sensiblement i

] e Bm,
(9) fl}v|+f,lvz+...+f,nlvm
Lorsqu'on a z, =&, ou z,,=X, la différence A — B comprend une
intégrale singulitre de moins, savoir la premitre ou la derniére des
intégrales (8).
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Lorsqu’on suppose ,= — w, X = -0, les équations (6) et (7)
doivent étre remplacées par celles qui suivent :

(10) E—f.rx—-GP-t (w)d‘z‘_‘_‘fr’-g"’ (x)dw+ +f f(w)d‘”’

Tty Len+ Vm

(rs) F_fr’% f(a:)d't:+fx’—; :f(x)c;’.z+ /;is J(x)dx.

Ty=€

Dans la méme hypothése, il faut aux intégrales (8) ajouter les deux

suivantes
1
-3

@) f(2)d, f f(@)d,

5!‘

dont la somme sera sensiblement équivalente a I'expression
(13) ne,

si le produit 2 f(2) converge vers la limite f, tandis que la variable z
converge vers I'une des deux limites — o, o0, Si une seule des
deux quantités x,, X devenait infinie, il ne faudrait conserver dans
la.différence A — B qu’une seule des intégrales (12). ‘

Lorsque pour des valeurs infiniment petites de ¢, et pour des valeurs
finies ou infiniment petites des coefficients arbitraires o ¥y hys Viyon ey
tms Vms les intégrales singulieres (8) et (12), ou du moins quelques-
unes d'entre elles, obtiennent ou des valeurs infinies, ou des valeurs
finics, mais différentes de zéro, les intégrales

/r:xj‘(.r)dx, [:nf(m)dx

sont évidemment infinies ou indéterminées. Cest ce qui arrive toutes
les fois que les quantités f,, f,, ..., f, ne sont pas simultanément
nulles. Mais la réciproque n’est pas vraie, et il pourrait arriver que,
ces quantités étant nulles toutes a la fois, les intégrales (8) et (12),
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- ou du moins quelques-unes d’entre elles, obtinssent des valeurs finies
différentes de zéro pour des valeurs infiniment petites des coeffi.
cients &, ¥, [s Vi +vey Poms Vpe Ainsi; par exemple, si Uon prend

() ="23-, le produit  f(x) s'évanouira pour z = o, et cependant

/‘e" dz ( lv)
—— =l 14 =
. Tlz Ie,

cessera de s’évanouir pour des valeurs infiniment petites de v.
Lorsque les intégrales singulieres comprises dans la différence A—B
s’évanouissent toutes pour des valeurs infiniment petites de ¢, quelles
que soient d'ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuées
aux coeflicients &, v, (&, v,» ..+s [ms Vo OD est assuré que la valeur
générale de I'intégrale (5) se réduit & une quantité finie et déter-
minée. Soit en’ effet, dans cette hypothése, & un nombre trés petit,
et supposons ¢ choisi de maniére que, pour des valeurs de p, v, @,,
Vis +v s [ms Vo inférieures & I'unité, chacune des intégrales (8) et (12)

'intégrale singuliére

. .. ¢ pe e N 1 ,
ait une valeur numérique inférieure 3 ————4. La valeur approchée
a(m +1)

de B, représentée par F, sera une quantité finie qui ne contiendra
plus rien d’arbitraire; et, si 'on attribue aux coefficients p, v, &,
Vs «evs [ems Vm des valeurs infiniment petites, E s'approchera indéfi-
niment de A, en demeurant compris entre les limites F — 8, F 4+ 8.
A sera donc compris entre les mémes limites, et par conséquent on
pourra trouver une quantité finie F qui differe de A d’une quantité
moindre qu'un nombre donné 8. On doit en conelure que la valeur
générale A de Vintégrale (5) sera, dans I'hypothése admise, une
quantité finie et déterminée.

Des principes que nous venons d’établir on déduit immédiatement
la proposition suivante :

TakorEME. — Pour que la valeur générale de U'intégrale (1) soit finie
et déterminée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales stngu-
ligres (8) et (12) qui se trouvent comprises dans la différence A — B se
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réduisent & zéro, pour des valeurs mﬁmmmt peates de ¢, quelles que
soient d’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribudes aux

cogfficients ., v, iy Vs ..., Wezs Voo

Ezemple. — Soit (( )) une fonction rationnelle. Pour que Vinté-

=g . L,
grale f i{—‘(—?)«dm conserve une valeur finie et déterminée, il sera

nécessaire et il suffira : 1° que I'équation F(z)=o n'ait pas de
racines réelles; 2° que le degré du dénominateur F(x) surpasse,
au moins de deux unités, le degré du numérateur f(z).
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VINGT-SIXIEME LECON.

INTEGRALES INDEFINIES.

X
81, dans l'intégrale définic f JS(x) dz, on fait varier I'une des deux

limites, par exemple la quantité X, Uintégrale variera elle-méme avec
cette quantité; et, si 'on remplace la limite X devenue variable par «,
on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction de z, qui sera ce
qu’on appelle une intégrale prise i partir de l'origine z = 2,. Soit

(1) $@) =/ f(a)dz

cette fonction nouvelle. On tirera de la formule (19) (vingt-deuxiéme
~ Legon)

(2) 5(-”):(5”"‘@))}‘[1'0‘*‘ Uz —z)], F(z)=o,

9 étant un nombre inférieur 2 I'unité, et de la formule (7) (vingt-
troisiéme Lecon)

S/ ™ @y d [ " flayde = [ H@rtr= a0
ou o .
3) F(z+ a)— F(2) = af(x + ).
I1 suit des équations (2) et (3) que, si la fonction f(x) est finie et-
continue dans le voisinage d’une valeur particuliére attribuée i la

variable z, la nouvelle fonction #(z) sera non seulement finie, mais
encore continue dans le voisinage de cette valeur, puisqu’a un accrois-
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sement infiniment petit de 2 correspondra un accroissement infini-
ment petit de (). Done, si la fonction f(z) reste finie et continue
depuis =, jusqu’d =X, il en sera de méme de la fonction F().
Ajoutons que, si P'on divise par « les deux membres de la formule (3),
on en conclura, en passant aux limites,

4 , F(z)=f(z).

Donc I'intégrale (1), considérée comme fonction de x, a pour dérivée
! , ' &, 4 pour ¢

la fonction f() renfermée sous le signe f dans cette intégrale. On

prouverait de la méme maniére que I'intégrale

[ “feyde =~ fx " f(#) d,

considérée comme fonction de x, a pour dérivée — S(x). On aura
done

x X
(5) %f; f®)dz=f(z) et %fr S(@)de =~ f(z).

Si aux diverses formules qui précedent on réunit Péquation (6) de
la septiéme Legon, il deviendra facile de résoudre les questions sui-
vantes.

Prosuie I. — Or demande une fonction o(x) dont la dérivée o'(x)
soit_constamment nufle. En d'autres termes, on propose de résoudre
U'equation
(6) &'(z) =o.

Solution. — Si I'on veut que la fonetion o(x) reste finie et con-
tinue depuis & = — w jusqu’'a = + , alors, en désignant par x,
une valeur particuliére de la variable , on tirera de la formule (6)
(septiéme Lecon)

(x) —o(x,) =(x —~ )W [ 2o O (2 —2)]=o
et, par suite,

(7) . Lo 4 :w(z‘o),
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ou, si 'on désigne:par ¢ la quantité constante o(x, ),
(8) w(z)=c.

Done alors la fonction () devra se réduire i une constante et con-
server la méme valeur ¢, depuis = — o jusqu’a # =w. On peut
ajouter que ceite unique valeur sera entiérement arbitraire, puisque
la formule (8) vérifiera I'équation (6), quel que soit c.

Si I'on permet & la fonction w(z) d’offrir des solutions de conti-
nuité correspondantes i diverses valeurs de x, et si 'on suppose que
ces valeurs de x, rangées dans leur ordre de grandeur, soient repré-
sentées par &, #,, ..., &y, alors 'équation () devra subsister seu-
lement depuis =~ jusqu'd = =z,, ou depuis © ==, jusqu’a
T =2y, ..., ou enfin depuis x ==, jusqu'd &= + o, selon que la
valeur particuliére de = représentée par x, sera comprise entre les
limites — w et z,, ou bien entre les limites z, et z,, ..., ou enfin
entre les limites ,, et . Par conséquent, il ne sera plus nécessaire
que la fonction w(z) conserve la méme valeur depuis # = — w jus-
qu'a = + », mais seulement qu’elle demeure constante entre deux
termes consécutifs de la suite

—®, &y Tz, .oy T o,
C’est ce qui arrivera, par exemple, si I'on prend

Co+Cpy C—Cq €T — 2y +C,——Cl X — Ty +
2 2 \/(;1’—371)* 2 Y(z—z,)
Cow— Cm—1 L —Lm

2 V(m—xm)”

w(x)=

(9)

Cos €1y Cay ..., €y désignant des quantités constantes, mais arbitraires.
En effet, dans ce cas, la fonction w(«) sera constamment égale & ¢,
entre les limites 2 = —w, o ==,; 2 ¢, entre les limites z = =z,
T =Ty, ...; enfin a ¢, entre les limites x = z,,, * = .
Si 'on veut que w(x) se réduise & c, pour des valeurs négatives,
ORuvres de C. — S. 11, t. 1V, 20
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et a ¢, pour des valeurs positives de , il suffira de prendre

=bta  a—6 z
(10) ag(zr)= + 2 g
Prosutme [l. — Trowver la valeur geneérale de y propre a veérifier
’équation
(11) dy = f(x)d.x.

Solution. — Si l'on désigne par F(z) une valeur particuliére de
I'inconnue y, et par F(z) + o(z) sa valeur générale, on tirera de
la formule (v1), a laquelle ces deux valeurs devront satisfaire,

Fl#)=/f(2), F(z)+w'(2)=/f(z)

ct, par suite,
®'(2) =o.

D'ailleurs, il résulte de la premiére des équations (5) qu'on satisfait
& la formule (11) en prenant y :f S(@) dz. Donc la valeur générale

de y sera

(12) y:f Sfz)de 4+ (),

w(x) désignant une fonction propre a vérifier I'équation (6). Cette
valeur générale de y, qui comprend, comme cas particulier, I'inté-
grale (1) et qui conserve la méme forme, quelle que soit I'origine ,
de cette intégrale, est représentée dans le calcul par la simple nota-
tion f Sf(z)dz, ct regoit le nom d’intégrale indgfinte. Cela posé, Ia for-
mule (11) entraine toujours la suivante

(13) y=[/(=)dr,
et réciproguement, en sorte qu'on a identiquement
(%) df f(x)dz =f(z)dx.

Silafonction F(z) différe de Uintégrale (1), la valeur générale de y,
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ou f J () dx, pourra toujours étre présentée sous la forme

(15) | S/ (@) dz=F(2)+w(2),

et devra se réduire 4 P'intégrale (1), pour une valeur particuliére
de w(z) qui vérifiera en méme temps Péquation (6) et la suivante :

(18) j(r):frf(.z‘)dx:F(a:)+1.B(.z').

Si, de plus, les fonctions f(«) et F(z) sont l'une et I"autre continues
entre les limites # = x,, # =X, la fonction §(z) sera clle-méme con-

tinue, et par suite w(x) = §(z) — F(x).conservera constamment la
méme valeur entre ces limites, entre lesquelles on aura

w(2) = w(x,),

F(z)—F(2) =F(x) — F(zo) =—F(2,), &(z)=F(z)—F(z),

() [ f@rde=¥(2) —F (a0,

Enfin, si dans I'équation (17) on pose 2 = X, on trouvera
L¥

(18) f Fl@)de = F(X) — F(a,).

Il résulte des équations (15), (x7) et (18) que, étant donnée une
valeur particuliére F(z) de y, propre i vérifier la formule (1 ), on
peut en déduire : 1° la valeur de I'intégrale indéfinie f/(ar) dz;

x X
2 celles des deux intégrales définies f [(z)dz, [ f(2)dx, dans

le cas ot les fonctions f(z), F(x) restent continues entre les limites
de ces deux intégrales.

Exemple. — Comme on vérifie 'équation dy =

ud en prenant
I+ w! p
1

y=arctangz, et que les deux fonctions Tz’ arctangr restent

finies et continues entre les limites £ = — w0, 2 =, on tirera des
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formules (15), (17) et (18)

dz =arclangz + o (zx) T dr =arctangzx
-t g i y 1zt T B%

'_da: _m_ 85
A l_:.;’-_ -4-—0,7 oo
Nota. — Lorsque dans I'équation (17) on veut étendre la valeyr
de  au dela d'une limite qui rend la fonction f(z) discontinue, il
faut ordinairement ajouter au second membre une oy plusieurs inté-
grales singuliéres. '
Ezxemple. — Comme on satisfait 3 I'équation dy = 5:;3 en prenant
Y =zl si 'on désigne par ¢ un nombre infiniment petit, et par p, v
deux coefficients positifs, on trouvera, pourz <o,
‘dz
— =}l —ihi=Lla,

_|‘z

el, pour 2> o,



