(EUVRES

COMPLETES

DE NIELS H

ENRIK ABEL

NOUVELLE EDITION

PUBLIEE AUX FRAIS DE L'ETAT NORVEGIEN

PAR MM. L. SYLOW ET S LIE

TOME PREMIER

CONTENANT. LES MEMOIRES PUBLIES PAR ABEL

ﬂ,‘s'fﬁﬂf?"n“ﬂ\‘
I

e it b1 3
sl
ki

P X
M’ o

= .

CHRISTIANIA

IMPRIMERIE DE

GRONDAHL & SON

M DCCC LXXXI



N AL Nl



XIV,

RECHERCHES SUR LA SERIE 147 54 2" Dpey nn b=y )

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von (relle, Bd. I, Berlin 1826.

1.

Si l'on fait subir au raisonnement dont on se sert en général quand il
s'agit des séries infinies, un examen plus exact, on trouvera qu’il est, & tout
prendre, peu satisfaisant, et que par conséquent le nombre des théordmes, con-
cernant les séries infinies, qui peuvent &tre considérés comme rigoureusement
fondés, est trés limité. On applique ordinairement les opérations de Panalyse
aux séries infinies de la méme manidre que si les séries étaient finies, ce
qui ne me semble pas permis sans démonstration particulidre. 8i par ex-
emple on doit multiplier denx séries infinies 'une par l'autre, on pose

(o 4w, 41y g4 -+ ) (v Fvs v, vy - - )= uy vy (e, w0, vy)
—+ (g, + w2, -+ uy) + 4 (uﬂvn—'—ulvnml_i_u’:’z’n—Q-’— te +unvo)+ cet

Cette équation est trés juste lorsque les séries u, s et vbo,
sont finies. Mais si elles sont infinies, il est d’abord nécessaire qu’'elles con-
vergent, car une série divergente n'a pas de somme; ensuite la série du
second membre doit de méme converger. (Vest seulement avec cette restric-
tion que l'expression ci-dessus est juste; mais, si je ne me trompe, jusqu'a
présent on n’y a pas eu égard. (lest ce quon se propose de faire dans ce
mémoire. Il y a encore plusieurs opérations semblables 2 Jjustifier p. ex.
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le procédé ordinaire pour diviser une quantité par. une série infinie, celui
de P'élévation d'une série infinie 3 une puissance, celui de la détermination
de son logarithme, de son sinus, de son cosinus, etc.

Un autre procédé qu'on trouve fréquemment dans I'analyse, et qui assez
souvent conduit & des contradictions, c’est qu'on se sert des séries divergentes
pour l'évaluation des valeurs numériques des séries. Une série divergente
ne peut jamais étre égale & une quantité déterminée; c’est seulement une
expression jouissant de certaines propriétés qui se rapportent aux opérations
auxquelles la série est soumise.

Les séries divergentes peuvent quelquefois servir avec succds de sym-
boles pour exprimer telle ou telle proposition d'une manidre abrégée; mais
on ne saurait jamais les mettre & la place de quantités déterminées. Par
un tel procédé on peut démontrer tout ce qu'on veut, I'impossible aussi bien
que le possible.

Une des séries les plus remarquables dans I'analyse algébrique est
celle-ci:

14 Faf 200

m(m—l) m(m-—l)(m——z)

S T2.3 1
m(m—1)(m—2) .. [m—(n—-— 1)]
+ 1.2.3. S
Lorsque m est un nombre entier positif, on sait que la somme de cette série,

qui dans ce cas est finie, peut s’exprimer par (1-}-z)". Lorsque m n’est
pas un nombre entier, la série ira A D'infini, et clle sera convergente ou di-

vergente, selon les différentes valeurs qu’on attribuera & m et & 2. Dans
ce cas on pose de méme l'équation

Ao =14Tat 20700

mais alors I'égalité exprime seulement que les deux expressions

(14+2)" et ]-|—¥x—-|—m(m;2 2

m (m— 1)

ont certaines propriétés communes desquelles, pour certaines valeurs de m
et de x, dépend I'égalité numérique des expressions. On suppose que
Iégalité numérique aura toujours lieu, lorsque la série est convergente;
mais c’est ce qui jusqud présent n'est pas encore démontré. On n'a
méme pas examiné tous les cas olt la série est convergente. Lors méme



RECHERCHES SUR LA SERIE 1+11’3z +2 (;"Tz_” o4 221
qu'on suppose l'existence de I'équation ci-dessus, il reste encore A chercher
la valeur de (1-4-a)”, car cette expression a en général une infinité. de va-
leurs différentes, tandis que la série 1+mz— .. n'en a quune seule.

Le but de ce mémoire est d’essayer de remplir une lacune par la so-
lution compldte du probléme suivant:
"Trouver la somme de la série

m m(m—1) ,  mm—1)(m—2) ,

L B B B S P-I% St EER
"pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de = et de m pour
"lesquelles la série est convergente.”

2.

Nous allons d’abord établir quelques théortmes nécessaires sur les séries.
I’excellent ouvrage de M. Cauchy "Cours d’analyse de 'école polytechnique”,
qui doit &re lu par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches
mathématiques, nous servira de guide.

Définition. Une série quelconque
R S g T P H

sera dite convergente, si pour des valeurs toujours croissantes de m, la
somme vy}, 4 .- v, sapproche indéfiniment d’une certaine limite.
Cette limite s'appellera la somme de la série. Dans le cas contraire la série
sera dite divergente, et elle n'a pas de somme. D’aprds cette définition, pour
quune série soit convergente, il est nécessaire et il suffit que pour des va-
leurs toujours croissantes de m, la somme v, +v,,, 4 - - - +v,,, s’approche
indéfiniment de zéro, quelle que soit la valeur de n.

Done, dans une série convergente queleonque, le terme général v, s’ap-
prochera indéfiniment de zéro*).

Théortme 1. Si en désignant par g,, o, ¢, ... une série de quantités

“ . . 1 . .
positives, le quotient Q';* » pour des valeurs toujours croissantes de m, s’ap-

'

proche indéfiniment d’une limite « plus grande que 1, la série

*¥) Pour abréger, on représentera dans ce mémoire par  une quantité qui peut étre
lus petite que toute quantité donnée.
plus p q q
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8@+ &0+ &0t - a0t

ol &, est une quantité qui pour des valeurs toujours vroissantes de m ne
s’'approche pas indéfiniment de zéro, sera nécessairement divergente.

Théoréme 1L Si dans une série de quantités positives g, -, 4.+ - - -
—+¢.—+ - - - le quotient 91:) ', pour 'des valeurs toujours croissantes de m,

s’approche indéfiniment d'une limite e« plus petite que 1, la série

fo@o+5191+5292+ R S S

olt &, &, & ctc. sont des quantités qui ne surpassent pas l'unité, sera né-
cessairement convergente.
En effet, d’aprés la supposition, on peut toujours prendre m assez grand
? ) ) g
POUr que Qnp1 < 00ny Omie< €Quiys «+« Onin< CQpyn (- 11 suit de 1d que
Omsr < €@, €t par suite

9m+9m+1—|— e +()1n+n< 9%(1—{—“—{'_0‘2‘*' s +an)<‘1“_el.(‘x"’
done, & plus forte raison

Em@n:+5m+1()m+l + te + EminOnin < Tﬁ;

Or, puisque g, < @*g, et @ <1, il est clair que ¢, et par conséquent
la somme

e L e
aura zéro pour limite. La série ci-dessus est donc convergente.

Théoreme I11I.  En désignant par f,, t,, t,, ... f, ... une série de
quantités queleonques, si p, =1+t -+t~ - .- J+1, est tonjours moindre
qumne quantité déterminée &, on aura

7':80f0+51t1+5212+ s +£mlm < e,

olt &, &, & ... sont des quantités positives déeroissantes.

En effet, on a

b=Pay Lh=p1—Po, L,=ps — p, ete.

r=&Py+ & (pr—po) e (pr—p)+ - - - + (P — Prns)s

done

ou bien

r=py(to— &) +pi(e, — &)+ - - +Pm—1 (Emes — &)+ Putn-
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Or les différences ¢, — ¢, & —¢,, ... étant positives, la quantité r sera évi-
demment moindre que J%,.

Défination. Une fonction fx sera dite fonction continue de z entre les
limites x=a et x=5H, si pour une valeur quelconque de x comprise
entre ces limites, la quantité f(z —3), pour des valeurs toujours déerois-
santes de /3, s'approche indéfiniment de la limite fu.

Théoreme IV. 8i la série

_— 2 N
fa=vfvatoatf et
est convergente pour une certaine valeur & de «, elle sera aussi convergente
pour toute valeur moindre que d, et, pour des valeurs toujours décroissantes
de /3, la fonction J(e— ) s'approchera indéfiniment de la limite Sfa, en
supposant que « soit égal ou inférieur A .
Soit
_1___
vofviet s o, 0" =g,
p +1 _—
Ual” V0" = e,

o3+ 3

on aura

m +1
m .
Ufn+ld‘ + T

donc, d’aprds le théordme III, wa <

%)mp, p désignant la plus grande
des quantités ©,0", v,0"+ v, O, 0, 0" 40, 0"t v, 0" ete. On
pourra donc pour toute valeur de «, égale ou inférieure & o , prendre m
assez grand pour qu'on ait
Yo — w.
Or fo=¢a—+ e, done Ja—fle—p)y=pe—p(a—p)+ .
De plus, go étant une fonction entidre de a, on peut -prendre 3 assez
petit pour que
po—gle—pfl=w;
done on a de méme
Jo—fla—p)=w,
ce quil fallait démontrer.
Théoréme N. Soit

'Uo—l—vld‘——{—vgd‘”—]— cee

une série convergente, dans laquelle v,, »,, v,... sont des fonctions conti-
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nues d’'une méme quantité variable = entre les limites x—a et z=5, la

série
Sr=v,+}+vatvet4 ..,

ot & < J, sera convergente et fonction continue de z entre les mémes limites.

Il est déja démontré que la série fx est convergente. On peut dé-
montrer comme il suit, que la fonction fx est continue.

Soit
votve-t -+, 0" =g,
v v, o™t L =y,
on aura
Sr=gpr4 yx.
Or
e %tv)mv,,,()\"‘—I— VV% m+lvm+ld~m+1_|_(% m+2ym+2(5‘"‘”—{— cee

done en désignant par fz la plus grande des quantités »,0", v, 0"+ v,,, 0",
V,0" 4 v,,,0"" - v,,,0""* etc., on aura en vertu du théordme III:

o

Yy < |+ "0z

Il s’ensuit qu'on peut prendre m assez’ grand pour qu'on ait yr—uw, et
que par conséquent on ait aussi

Je=g¢z+ v,

ol w est moindre que toute quantité assignable.

On a de méme
fle—pB)=g¢(z—pB)+ v,
Je—flz—p)=gz—¢(a—f) -} o.

Or d’aprés la forme de ¢z il est clair qu'on peut prendre 3 assez petit
pour quon ait

done

pr—g—f)=w,
fr—fle—p) =w.

Donc la fonction fx est continue®).

d’ot1 Ton tire

*) Dans Vouvrage cité de M. Cauchy on trouve (p. 131) le théoréme suivant: ”Lors-
g Y Y
"que les différens termes de la série, w, -+ u, - u, + .-- sont des fonctions d’une
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Théoréme VI. Lorsqu’on désigne par g,, o, o, ete. @5 0y @ ete. les
valeurs numériques des membres respectifs des deux séries convergentes

vo+vl+vg+---:]7,

vo/_“‘vl,—i_vz’_*—" .:p/7
90+('1+92+“'
i O N

sont de méme convergentes, la série Tot 774 - - ., dont le terme gé-
néral est,

si les séries

Tw =00, - 2v,v", 2,0, s “+ .. “+ v,

sera de méme convergente, et aura pour somme

(Uo+”1+7’2+ t ‘)(”o’+”1/+vz,+ sl

Démonstration. En faisant,

Pn = Z’O+ Ul_*_ e +vm?
pm/ et ?,!0' + ’01' + PN + Uml7
on voit aisément que
(a') 7y + Lt + Ty + ttt + Pom :pmpm’ + [povml +plv/2m~1 + e +2)m—1?],m+1 (: t)
+p0’v2m +p1,v2m—1 + e +P’m~1'vm+1 (: f,)]'

Gt ot o =u,
o 91/+92/+ cee=,

il est clair que, sans égard au signe, on aura,

¢ < u((”2m+()’2m—l+ cet +Q,m+1)
< (o Osm s - - - + Ons1)-

Soit

“méme variable #, continues par rapport & cette variable dans le voisinage d'une
"valeur particuliére pour laquelle la série est convergente, la somme s de la série
“est aussi, dans le voisinage de cette valeur particuliére, fonction continue de 2”
Mais il me semble que ce théoréme admet des exceptions. Par exemple la série

sinz— }sin2x -4 4sin 8z — ...

est discontinue pour toute valeur (2m - 1)z de z, m étant un nombre entier. 11
¥ &, comme on sait, beaucoup de séries de cette espéce.
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Or les séries g+ o, 40+ - - et o/ o0, 4 ¢’ + - - - btant convergentes,
les quantités ¢ et t’, pour des valeurs toujours croissantes de m, s’approche-

ront indéfiniment de la limite zéro. Donc en faisant dans I'équation (a) m in-
fini, on aura

7'0~|—-r1—|—'r2—l—r3+ Cee :(Uo—|—01+1}2+ e ')(vo’+vl/+v2'+ e )

Soient ty, t,, t,, ..., &', t,/, t,/ ... deux séries de quantités positives
ou négatives, dont les termes généraux s’approchent indéfiniment de zéro, il
suit du théoréme II que les séries t,—tia+tie® ... et &'+t a-+t,/a?
4+ .-+, olt « désigne une quantité inférieure A I'unité, doivent étre conver-
gentes. Il en sera de méme en attribuant & chaque terme sa valeur numé-
rique, donc en vertu du théordme précédent:

O L o 0 S S B A g A A A S
(b) =ty - (it ot ) e (ot 4t bt Ve - -
+(fmto/+fm—1f1,—|—fm72f:r’+ ct "l"totm/)“m"}_ c

Maintenant si 'on suppose que les trois séries,

o+t t 4.
'+t -t -
to to’ + (fl to/ + ty tl/) ‘l" (tz tol + 4 tll '{— ty 12/) + cee
solent convergentes, on trouvera, en vertu du théoréme IV, en faisant dans
Iéquation (b) @ converger vers l'unité:
(At (A )
=tt, (ot -t t, ) (taty -ttty -

3.

Examinons maintenant la série proposée,

m (m—1)

m o
It+yet—gg o+

m
1

—m,, on aura

En la désignant par ¢m, et faisant pour abréger, 1—=m,,

m(m—1) ¥ m(m—1)...(m—pu+1)
g ==m,, et en général —— 127 a

= My,
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(1) (pm:mo—-}—mlx—l—mgwg—{—»--~|—mﬂx"—}—~--
Il s'agit d’abord de trouver les valeurs de m et de « pour lesquelles

la série est convergente.

Les quantités m et = étant généralement Imaginaires, soit*)
r—a-tbi, m=k-}-%'7,
ol a, b, k, I’ sont des quantités réelles. En substituant ces valeurs dans
Péquation (1), elle prendra la forme
gm=p g1,
ol p et g sont des séries dont les termes ont des valeurs véelles. On peut
trouver ces séries de la manidre suivante: Soit

2 S a i e
(@®*+46%)° =@, o = Cosg, — =sing,
l'on aura
T == o (cos p - 7sin ¢p),

ol @ et ¢ sont des quantités réelles, o étant en outre positif. Si l'on fait
de plus

; . K — 1

—————z=4J, (cos Yot sin Vo) :i_?;_‘lf_j__; ,

on trouvera

k—p 4 1\2 LN . b—u 1 . &
= [T e b b

Si dans l'expression

— 1
m—ptl
u
on fait successivement g égal A 1, 2, 3, ... t, on obtiendra u équations
qui multiplides terme A terme donneront

. m(m—1)(m—2) ... (m—u--1)
o 1.2.3....u

=0dydy . dufeos (- G ) Fasin (- - 0]

On tire de Ia, en multipliant par

w(cosy, - isiny,),

*) Pour abréger les formules nous écrivons partout dans ce mémoire 7 au lieu de ¥ —1.

Note des éd.
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x=a*(cos ¢ 1 sing)* = a”(cos e | ¢ sin pegp):

m,at=a*d0,d, ... 0, [cos(up+y,Frit - 1)
Fisin(up+ri4rt -+l
on bien en faisant pour abréger
0,00 ... =4, wet+ytt o Fra=0.:

m, " =14,0"(cos 8,4 isind,).
Lexpression (1) se change par 14 en celle-ci,

pm=1-ie(cos @ —-7sinf,) 4 1,a*(cos §,-}7sin4,)
+ - F a0 (cos 8, +isin@,) | - - -y
ou en celle-ci,
pm=14Aacos 8, -2a’cos b, - - - | i,a*cos@, -} - -
+i(Age sing, -’ sin b, + - - - 44, e*sinf, 4 - - ).

On a done

p=14hacosd {-ia’cos,+ - - . 4i,a*cosb, -+ - .-

qg= easin®, +iesin, 4 - - - A, sing, + - .-

Or je dis que ces séries seront divergentes ou convergentes, selon que a est

(2)

supérieur on inférieur d l'unité.
De Vexpression de 4, on tire i,,,=4d,,,4,, donc
u+1 "
byttt =ad, A, 0"

et

Auyprentt S
l Cl‘“ = « “u+1y
[

/c—yr_'_ K\
1) w1 ’
donc pour des valeurs toujours croissantes de w, d, s’approchera de la limite

. Ayygartt .. ,
1, et par suite —“—Z—‘wﬁ— de la limite «. Donc en vertu des théorémes 1 et

mais on a

Fppr =

ot
II du paragraphe précédent les séries p et ¢ seront divergentes ou conver-
gentes, suivant que « est supérieur ou inférieur a4 l'unité. Il en est done
de méme de la série proposée ¢m.

Le cas olt « =1, sera traité plus bas.

Jomme la série ¢@m est convergente pour toute valeur de « inférieure
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& l'unité, la somme en sera une certaine fonction de m et de z. On peut,
comme il suit, établir une propriété de cette fonction & laide de laquelle
on peut la trouver: On a

pm=my~+myx+myx’ 4 - - S-mzr ...,
pn=mn, 4 mx 4 ma® 4 ... 4 n2" ...,

ol n, désigne la valeur de m, pour m=mn. On en conclut d’aprés le théo-
réme VI:

pm.pn="1t" 4 (tt,’ - 1,,") 4 (t,t,’ +t,t, + faty )+ -
Tt e )
ot t, =m,x", t,'=n,x" en supposant que la séric du second membre soit

convergente. En substituant les valenrs de ¢, et t)

pm.pn=mn,~ (m,n, 4-mn,)x 4 (myn, | mn, 4 myny )t 4 . ..
~+ (mgn, F-mn,_ 4-mym, 4 ... —+-mn)et

Or, d’aprés une propriété connue de la fonction m,, on a

(= 1), =myn, 4 m,n,  —|-m, Ny g - Fm,n,,

(m—-n), désignant la valeur de m, lorsqu’on y substitue m-}-» pour m.
On aura done par substitution

(pm.(pn:(/n—|—7zf)0—f—(m—[——'n)lx—-}—('nz—-[—n)zaﬂ{— s (nn), e

Or d’aprés ce qui précide, le second membre de cette équation est une série

on aura

convergente et précisément la méme chose que ¢(m--#); done

(3) g gn==g(m+n)
Cette équation exprime une propriété fondamentale de la fonetion gm. De

cette propriété nous déduirons une expression de la fonction sous forme finie
& l'aide des fonctions exponentielles, logarithmiques et circulaires,

Comme on l'a vu plus haut, la fonction ¢m est de la forme p+q7,
p et g étant toujours réels et fonctions des quantités k, k', o et ¢, et
m=k~ki r=a(cosg-ising). Soit
P+qi=r(coss+isins),
on trouvera

(p?—f_q‘*’)%:r, J:;:coss, %:sins,
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r étant touwjours positif et s une quantité réelle. Soit
r=fll ), 8= p(k, 1),
on aura
(8)  pAqi= kAR = fll, k) [cos p(k, K) - sin (k1)

On en tire, en mettant successivement [, I’ et k-1, k' 41" A la place de
ket k,

G-+ =F (1) [eosp(l, 1)+ siny(l, )],
gl 14 (k1))
=S A1, K 1) [eos (k1,1 1) - dsinp (k1,5 1],

Or en vertu de Déquation ¢m.pn=—q¢ (m-4-»), on a

glEA-14-F 1)) =gl 4K ) (1 1'7),
en faisant m==~%4-k'7, n=I[+1'7. Donc en substituant, on obtient
STk 4= [eosy (41, B -1) =i siny (k- 1, & - 1')]

=S ey 1) F (15 ) [eos (p (e, ) -y (1,1)) ==& sim (w (o, B - (1, 1)) .

Cette équation donne, lorsqu’on sépare les termes réels des termes imagi-
naires,

FOeA LT 1Y cos (kL - 1) = Flle, k) £ (1, 1) cos [ (e, 1) (1, 1)],

S+ LE ) sing (k4 L,E Uy = f(k, k) f1,0) sin[p(k, Y —=w(1,1)].

En faisant les carrés et ajoutant les équations membre A membre, on aura

Yot LAk 0K =) = [fk, B F, 1),
(4) Sl 4=L k1) = f e, k) f(1,1).

En vertu de cette équation les précédentes se transforment en celles-ci:
cos y (b1, 1) == cos [y (I, ') - w(1, )],
sin (b1, B 1) = sin [k, &) - w(1, 1],
d’ott T'on tire,
(5) YL 1) = 2maty (e, K'Yy (1, 1),
m étant un nombre entier positif ou négatif.
Maintenant il s’agit de tirer les fonctions f (e, k") et w(k, k) des
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équations (4) et (5). D'abord je dis qu'elles sont des fonctions continues de
k et k' entre des limites quelconques de ces variables. En effet, d’aprés le
théordme V, p et ¢ sont évidemment des fonctions continues. Or on a

Sy kY= (p* g, cosp(k, 1) = riwy vk :_;*(k“(f/a)?

done f(k, %), de méme que cosy(k, k') et siny(k, k'), est une fonction con-
tinue. On peut donc supposer que y(k,k’) est aassi une fonction continue.
Nous allons d’abord examiner 1équation (5). w(k,k’) étant une fonction
continue, il faut que m ait la méme valenr pour toutes les valeurs de k&, &/,
;. En faisant done successivement =0, k=0, on obtient

wik, k1" = 2ma -k, k') -y (0,17,
P K A1) = 2 p(0,1) - (1, ),

'3

En éliminant entre ces équations et Péquation (5) les deux quantités wk, k")
et w(l,1"), on trouvera

WUy B 1) =g (1 B 1) =2 (0, &) (0, 1) - e 1, B 1),

Soit pour abréger

(©) ; wik, 1y =0k,
2ma—yw (0,8 4w (0,1") =a,
on aura
(7) 0k +4-6l=a4-0(k4-1).
En faisant ici successivement ! =Fk, 2k, . . . ok, on aura
20k=a+ 6(2k),
0k - 08(2k)=u--0(3k),
0k 60(3k)=a-0(4k),
Ok + 60— Dk=0a- 0(¢k).
En ajoutant ces équations, on trouve
(™) 00k = (o—1)a— (gh).

On en tire, en faisant k=1,

bo=0[0(1) — a] +-a,
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ou bien en faisant (1) —a=c,
(8) fo=—co+a.

Voila done la valeur de la fonction 8k, lorsque % est un nombre entier.
Mais la fonction @& aura la méme forme pour toute valeur de k, ce qu'on
peut démontrer aisément comme il suit. Si l'on pose dans I'équation (77)
k:%y Ju étant un nombre entier, on en tire 9.0(%):(9—1)41—{-—0‘11. Or
en vertu de I'équation (8) 1 '

Qu—=cu-a,
done en substituant et divisant par g, on trouve
113
o) =eli] e
L’équation (8) a donc lien pour toute valeur positive et rationnelle de .
Soit { = —k, 'équation (7) deviendra,
bk 6(—k)=na-6(0).
Il s’ensuit, en posant k=0,
0(0) = a,
et par couséquent

0(—k)y—=2a—0k.

Or k étant rationnel et positif, on a 8k =ck - a, done
0(—k)y=—ck-+a.

L’équation

(9) 0k —=ck + a,

a donc lieu pour toute valewr rationnelle de %k et par conséquent, puisque

Ok est une fonction coutinue, pour toute valeur réelle de k.

Or 8k =wk, k1), et a=2ma—-yw(0,k")+4w(0,7); faisant done
c=#60(k',1"), on obtient
(10) wk, '+ 1) =0F&,1") . 4 2ma 4 yp(0,k") 4 w(0,1").
On tire de 13, en faisant £=0,
(0, 1) = 2mr -y (0,k) + p (0,1).
Cette équation étant de la méme forme que l'équation (7), elle donnera de
la méme maniére
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Y(0,)=pB"k —2ma,
/3" étant une quantité indépendante de %’

En mettant 7* & la place de k', on obtient Y(0,l'y=—2mna-}-3'l'. En
substituant ces valeurs de (0,%') et de w(0,1’) dans I'équation (10) on en
tirera

plk, k' 1) =0k ). k3" (K" 1') — 2ma.

On voit par 1& que (k,/’) est une fonction de K 41. En la désignant
par F(k'-1'), on aura

w41V =F(' 1) . k4B’ (K 4 1U') — 2ma,
et par conséquent, en faisant !’ =0,

Wk, &")y=Ft' .k 3k —2ma.
En remarquant que
Wik, k417 =2ma 4wk, k') 4+ w(0,1),
w(0,{")y=pR"l'"—2ma,
I'équation précédente donne
F(k’+l’).lc—}~/?’(73’+l’)—L’m:r:2771?1-{—1%’.k—}-ﬂ’k’—?mn—{—[)”l’—-2mn,
c’est-a-dire:
Fle 1"y =FFk'.

Done faisant #'=0, on obtient FI'=F(0)=/=Fk'. Par suite la valeur
de w(k, k") prend la forme,
(11) Wk, B Y=pk+ B’k — 2ma,
f3 et (37 étant deux constantes. Cette valeur de w(k,%’) satisfera & Péqua-
tion (5) dans toute sa généralité comme il est aisé de le voir.

Maintenant, examinons I'équation,

S LK A1) = F e, B) £, 1),
Puisque f(k,k") est toujours une quantité positive, on peut poser
S, k) =45,
F(k,k') désignant une fonction réelle continue de % et k. En substituant
et en prenant les logarithmes des deux membres, on trouvera

Flo4-1,k 41"y = F(ke,k') |- F(1, I').
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Comme cette équation coincide avee 1'équation (5), en mettant F & la place
de w, et 0 A la place de m, elle donnera en vertu de Iéquation (11)

(12) Fk,k'y=0k+ 'k,
d et 7, de méme que 3 et 3, étant deux quantités indépendantes de % et
de &’. La fonction f(k,k’) prendra donc la forme,
f(k,k’) :eﬁk-ﬂf‘k'
Les fonctions w(k,k’) et f(k,k') étant trouvées de cette maniére, on
aura, d’aprés I'équation (3%),
(13) (k- k' 7y = e™+% [cog (B —+-3"k") 47 sin (B4 3" k)],

olt il reste encore A trouver les quantités d, d”, 3, ', qui ne peuvent étre
que des fonctions de a et de ¢. On a

¢4k =p+qi,
p et g étant donnés par les équations (2). En séparant les quantités réelles
des imaginaires, on aura
%% cos (3K + 'k )=1-4iacos b J-ia*cos b, “+ -
14) —+i,e%cos b, + - ..
(14 e+ % in (3k +A'k) = Wa sin@ - 2,a’sind, 4 -
—+4,a*sind, - - .
Nous allons d’abord considérer le cas ot m est réel, c’est-a-dire ob
k'=0. Alors les expressions (14) prennent la forme,

/ e""cosﬂk:l—k%acoup—}—ﬂl{%”a*cos%p
+k(k:1~1;—@3:2)ascos 3¢+ - =fa
(15) e 1) .
e sin B = —ffasin(p -+ —ch 21) o’sin2¢
\ _’_ﬂ_l_l%(_k?)—_%)_as Sin?’(P—{_ o =0a.

Pour trouver J et 3, posons k=1, on aura

e’ cos B=1-ucos ¢; e’sin 3 = asin ¢.
On en tire
e":(l—!—?acomp—{-—a*)’:’,
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1+ acosg asin ¢
cosﬂ__(l—}—?acosrp—}—a?) ’ Smﬁ_(l—]—‘)acoscp-{—a?)
asin g
tang 3= 1facosg’

Cette dernidre équation donne, en désignant par s la plus petite de toutes
les valeurs de 3 qui y satisfasse, et qui est toujours renfermée entre les
v . (4

limites —~—g~ et —72 )

/J): s +AU'7T7
¢ dtant un nombre entier positif ou négatif. Donc les équations (15) se
changent en celles-ci:
fa:eékcosk(s—}—,ltﬂ):e‘*kcoskscosk‘u.n—e“"sinks.sink‘uﬂ,

Bo = e"sink(s 4 un) = e*sin ks cos kun—+e¥cosks.sinkun.

De ces équations on tire
: 7 — ¢~ % i
coskun=e""(fa.cosks— fa.sinks),

sinkua=e""%(fa.cosks — fa.sinks).

Or, d’aprés le théordme 1V, @« et fo sont des fonctions continues de o)
pal conséquent il faut que coskun et sin kusm conservent les mémes Valeulb
pour toute valeur de «. Il suftit donc pour les trouver, d’attribuer 3 o une
valeur quelconque. Soit «=0, on aura, en remarquant qu'alors e®=1,
Sfoe=1, 8¢=0, s=0,

coskun=1, sinkyumr=0.

En substituant ces valeurs dans les expressions de feo et Oc, et en se rap-
pelant que e":(l{—?acosrp—}—a”)‘}, on obtiendra

k
2

Jo= 1—}-2acos<p+a) cosks, fa=(1 (14-2acosp-t-a*)?sinks.

Donc enfin les expressions (15) deviendront:

l—i—f—racosw—}—k(f; o?cos 2 —}—k(tl)(k 2) *cos 3¢ -
k
a6) =1+ 2acosg -} a?)?cosks.
{Sasin(p—[—k(f' D o SIH2¢+M 2) o *sin8¢ 4 -
k
x

=1+ 2ccos g+ a?)

sinks,
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s étant renfermé entre les limites —% et -f—i; et satisfaisant & I'équation
... asing -
tang s = 1+ acosg

Les expressions (16) ont été établies pour la premidre fois par M. Cauchy
dans l'ouvrage cité plus haut.

On a supposé ici la quantité « moindre que l'unité. On verra plus
bas que e peut aussi étre égal A& l'unité, lorsqu'on donne & la quantité k
une valeur convenable.

Dans ce qui précéde nous avons trouvé les quantités ¢ et 3. Mainte-
nant nous allons montrer comment on peut trouver les deux autres quantités
inconnues d’ et 3’. Faisant & cet effet dans les équations (14) k=0 et
k’=mn, on obtiendra

e”"eosB'n=1-eacos +i 0’ cos b, - - -,
e sin3n = Leasn8, +2,6*sind, -} .-,
ot 4, =10d,dy05...d,, b, =up+y -y -- +7uy 0. et v, btant déter-

minés par les équations

Y Y B L | O et SRS
{)\#_[( I3 ) +(:’"J j! 1 OO T F‘Ju 75111/#—‘“6“

De ces équations on déduit les suivantes:

e eos B'n— 1

Y] V3
—— 1 2 2
="t acosd -2 a’cosb,} - ..
n ! n 2 ’

ednsin B'n A

. A .
— ' ¢ sin @ 2 a?sin @ <
” T s

n

e . 2
Or en supposant 7 positif on a i, =d, ==, donc S =0ydy ... d,, et par
suite
eMreos B n—1

- —=wacos,+ Jya’cos 8,4 0, 0y e’ cos b, | - . -,

eV sin 8w . 2 .« 5 .
—— 0 —asinf, 4 Jdye’sinh, -+, Jy 0 sinf, L . . ..

n

Ces séries sont convergentes pour toute valeur de n, zéro y compris, ce qu'on
voit aisément par le théoréme II. En faisant donc converger n vers la li-
mite zéro, et remarquant que, d’aprds le théordme V, les séries sont des fonc-
tions continues, on obtient
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0’ =wacos 8, -} 8, a*cos 8, + 30,0y acos @y 4 - - -
3= asin @, 4 J, «*® sin §,’ + 4,0 a’sin 6, 4 - . .,
emeospin—1 - ednsingn
n n
8, est la limite de 8, et J, celle de J,. Or, d’aprds Pexpression de d,,
e 1 :

on a .d, o done cosy,=-—1; siny, =0 (lorsque u >1), done

cos 8, =cos(ug 47+ ye+ - - F )= Fsinup. (— 1),
sin 8,/ = sin(up 47474 - Fy.) = —cosup.(— 1)*,

ot il faut se rappeler quen vertu de I'équation

puisque J’ et 3’ sont les limites des quantités

nt=4d,(cosv, }-isiny,),

on a cos;; =0, siny;= 1. Done les valeurs de 3’ et J’ seront celles-ci:

fB'=wacosgp—}a’cos2¢ 4 fa'cosBgp— . - -,
' =— (e sin ¢ —}a?sin 2¢ -+ 1 a¥sin 3p—-1)

De cette manitre on a tronvé les quantités 3’ et &' par des séries infinies.
On peut aussi les exprimer sous forme finie. Car on tire de 'équation (15):

% cos fk—1 E—1 k—1)(k—2
——— =« cosqo—}—flfi HECOSQ(/)—’-‘K%B) o’ cos 3¢ - -
M o3 . J—
£ —-s%rﬂg—k—f = sln(p—f— - 1 ~afsin2¢ —{—(k 1)(k )a sm?up-{-

On en déduit, en faisant converger k vers zéro,

(a7 (5':acomp~§a2(3082(p—|—%a‘°’cos3(ﬁ_ c,
A—asing —ia? sin2(p—}—%a3 sin8¢ — - . .,
done 3"=4¢, 0’=—pB. Donc les expressions (14) prennent la forme

1-+4-d,acos 8, + i, a®cos @y - - - 4, atcos b, + - -
(18) ‘ =M% cos (Bk -4 dk') = p,
: ) ,‘tlasinﬂ,—{—,’tga?SinO?«[—---—]—l#a”sinﬂﬂ—{—-- .
‘ =™ sin (Bl ') =

A

ou

« 8in
J=tlog(1+4-2acosgta), f=arc.tang 20
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or la somme de la série proposée étant égale & p-}-g7, on aura

m{(m—1)

1+m _}_*_,;7 2+ +m(m—11) - (771—y+1) o
— g8 [cos (Bk—+ ()\k') 7 sin (k- ()7?')] .

Maintenant on a

m=k+4+k7 x=

done
a=Va*4- 8%, acosp=a, asing=—=s,

d=4log(1+2a+a*+0*)=14log[(1+4a) 4 5?], ﬂ__(uctang , +

En substituant et en écrivant m pour k et » pour %', I'expression ci-dessus
prend la forme:

(19)
L G b - CFER O 0y

_|_(m-[-—n?(mj—-l—|2—n-i).(m—32-—|—ni)(a+bz.):,_'_ o

+(m+ni)(mz-l—|—ni) (nL-T-Q—gnz:) . (m;ﬂ—i‘l‘f—"i) (a—i—b?')"—'— o

[cos (m arc tang . Tinlog[(1+a)*+0 ]) +i8in (m arc tang T_I;; +3nlog [(1+a)2+5 Z]H
L »
X [(l +(l)2+[)?]72'€'— narc tang i¥a,

Cette expression a lieu comme nous I'avons vu, de méme que l'expression
(18), pour toute valeur de a=J}a®-5® inféricure & l'unité.
En faisant p. ex. 56=0, n=0, on a lexpression
P ) )

(20) 1o "0 Dor L — (14 g,

de laquelle nous tirerons parti ci-aprés.
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4.

Dans ce qui précéde on a trouvé la somme de la série proposée toutes
les fois que a=7V)a®4-b* est inférieur & L'unité. Il reste encore & examiner
le cas ol cette quantité est égale a 1.

Nous avons vu par le théoréme IV que lorsque « s’approche indéfini-
ment de l'unité, la série

vy et o

s'approchera en méme temps de la limite v,—-v, v, .-+, en supposant
que cette dernitre série soit convergente. En faisant donc converger « vers
I'mité dans les équations (18), on aura

21) { 14-4,cos0, 4-1,c088,+ - +4,co88, | . .- :e’s"‘_ﬁ""cos(ﬂlk—|—d‘l7c’),
( ? hsin, - 2,sin 6,4 - .- 4 4,sin@, |- -:e';"‘_ﬂ""sin(ﬁxkﬂ—d‘lk'),
olt J; et 3, sont les limites des quantités & et 3, en supposant que les séries,

contenues dans ces équations, solent convergentes. Or il est clair que
3 log (2 42 cosgp) est la limite de 4, et que

sin ¢ 2eosdgpsinggp

. Sl AN i S aye s (tano 1
arc tang 3 T eos [p_alc tang % (cos 3 4)° e tang (tang 4 ¢)
est celle de 3; on a donc
(22) di=4%log (2 4+ 2cos¢), 3, =arctang (tang 4 ).
Nous n’avons done qu'a examiner dans quels cas les séries sont convergentes.
A cet effet il faut distinguer trois cas: lorsque % est égal A — 1, ou com-
pris entre — 1 et —oo; lorsque k est compris entre 0 et o0, et lors-
que k est égal A zéro ou compris entre 0 et — 1.
Premier cas, lorsque k est égal A — 1 on compris entre — 1 et — oc.
On a
 Tjk—p1\2 | (K2R
= RET:
En faisant done k= —1—n, on a

=l T,
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d'ott Ton voit que J, est toujours égal ou supérieur A l'unité. Or on a
4,=10,d,J; ... d,, donc pour des valeurs toujours croissantes de u, i, ne
convergera pas vers zéro, donc en vertu du théoréme I les séries (21) sont
divergentes.

Deuaiéme cas, lorsque k est positif. Supposons que ¢ soit une quantité
positive inférieure & %, on aura

(t—k—14ec=(u—k—1)"+2¢c(uu—k— 1)} c?,

donc
(w—bk— 1 4+t =(p—k—14c)+k"—c*—2¢(t —k— 1)
Si I'on fait
12
u> k4 1l—pot i,
il s’ensuit que &'* —e® —2¢(u —k— 1) est négatif; par conséquent-

(n—k—17°4E < (pt—k—1-c),

c’est-a-dire :
T
Si dans I'équation (20) on fait a_—_% y m=-—mn, on aura
13\ n n(l4n) 1
(14_; —1_ ,,_1__Lj‘_27_ .
S D Ly 2

Donc en faisant n—=1-4%—¢, on voit aisément que
1| —tke l+k—e
e I et
( + u u
par conséquent

u 14+%—c . k’2
"\u<(m) y ot >kl —ded-5 (=0g),

done

R

ebut1

En posant successivement u=1, 2, 3 ... u, et en faisant le produit des vé-
sultats, on obtiendra

, ot g >0,
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Q + 1 1+ik—e
Bprs Porg v v By < (e+#ﬁ) 7
or Ay, =d,d,dy...d,,,, done
1 1+k—e
N Y
#+9 < o+u+1 ’
par conséquent lorsqu'on fait ©=—=0,1,2 ... u,

. , er 1 1
byl dy, < 0, L o+ 1) ((9—?—1)”"_”—{_@-4-2)”"4

1
+ e +(9+M+1)1+k—c :

1
etag1 M= TR

Si maintenant dans l'expression (20) on fait a = —

Oon aura
Ll gty ke G—dGeetn)
l—erusi] = hetari i rat e

donc en se rappelant que k> ¢c:

etp |\ k—e
) e
Il s'ensuit, en divisant par (k—c) (¢ 4w+ 1),
1 P ( 1 1 )
(otu+ 1)+ ™ b—c l(e+m)*— (o+u+1)+

Cela donne, en faisant ¢« =0, 1, 2...u et ajoutant,

1 L 1
eED Tyt Ty
<1(1__.1 )<1_1.
k—eler  (etu+ 1)) " h—c ¢

Il S’ensuit que

1 1+k—c
do gt b < 8,0 L D, ((‘;f cge,,_ ,

pour toute valeur de . Done la série 144,44, 42, -+, dont tous

les termes sont positifs, est convergente, et par conséquent, d’aprés le théo-
P 3 2 ) P q ) P

réme 11, les séries

142, co80, 41, co80,-+ -+ - 4 1,co80,+ - -
Ay sin 8, -2, sin 8,4~ - - - -+, sin@, 4 -

seront de méme convergentes.
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Troisieme cas, lorsque & est égal A zéro ou compris entre zéro et — 1.

Dans ce cas les séries ci-dessus seront convergentes pour toute valeur de k,
pourva que ¢ ne soit pas égal & (2n4 1)7. Cela peut se démontrer comme
il snit:  Soit

m="hk-4k't, x=cosg-}ising,
14+mae+tma’+ma® + - - - fFm,z"=p,.
En wmultipiant par 12, on obtient
b (b ) o - G, ) a2 =, (1 4-0)
Or on sait que
my 1 =(m—+ 1), my-fm=(m41),..., m,~Fm,_,=(m-+1),,
done en substitnant:

Lt (m 1y 12 4 oo (- 1), 2" = —m, 2" 4 p, (1 -+ ).
Maintenant, si Ton fait »==rcc, le premier membre de cette équation sera,
d’aprds le cas précédent, une série convergente.  En la désignant par s, on

s== (1) — m, [eos (1~ 1) g 7 sin (4 1) ],

olt 7 est infini.  Or on peut démontrer comme dans le denxidme cas que

anra

m,=0 pour n=-wo. On a donc

s=p(l4-a), o p=1+maztme | -
Cette équation donne, si z-+1 n'est pas dgal A zéro,
S
g J
7 14w
La séric p est done alovs convergente, et par conséquent les séries ci-dessus
le sont également.

Si 2 +1=0, on a 1+-cos¢ |7 sinp=0, done sin =0, 1 4 cos p==0,
d'olt o =(2n—+-1)7, n étant un nombre entier positif ou négatif. Done les
séries en question sont convergentes pour toute valeur de k égale 3 zéro on
comprise entre 0 et — 1, si ¢ n'est pas égal & (2024 1)a.

Lorsque ¢ =(2n4-1)7, les séries sont nécessairement divergentes, car
si elles étaient convergentes, elles auraient pour somme les limites des fonc-
tions

" ¥ [cos (k3 k'd) 47 sin (k3 +4-k'd)],
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en y faisant converger o vers l'unité, et faisant p=02n+41)n. Or

asing

d=1log (14 2acosp - a?), /3:arc.tan‘g1_{_a—cazpn
donc pour ¢ =(2n+1)n on a
d=log(l—a), B=0.

La fonetion en question prendra donc la forme
(1 —a)*[cos (£ log (1 — o)) 42 sin (& log (1 — e))].

Or, k étant égal & zéro ou négatif, il est clair qu'en faisant converger «
vers I'unité, on n’obtiendra pas pour cette fonction une limite finie et déter-
minée. Done les séries sont diVergentes.

De ce qui précede il s'ensuit, que les séries (21) ont lieu pour toute
valeur de ¢, lorsque % est positif, et pour toute valeur de ¢ pour laquelle

i
2
quelle que soit d’ailleurs la valeur de %&. Dans tout autre cas les séries

cos - nest pas zéro, lorsque k est égal A zéro ou compris entre — 1 et 0,
sont divergentes. Dans le cas que nous examinons, la série générale (19),

lorsqu’on y fait 4*4a*=1, ou b=)1—a® prend la forme:
/1+zn-—i—ni(a_|_]/;2—j)_l_(m—l—nli)(f.n—;—{-ni) (a—{—VaT—jl)E
+(m—}—qi)<m.—1—|2—nl')(-m-——23+ni) (a+Va—2rI)3+ o

m are. tang V}Z—(j +$nlog(2+ Za))

m arc. tang ii—z +4nlog(2+ 2(1)” .

(23) n g 8
=(2-+42a)* PR g [cos

- i sin

Voici nn résumé des résultats précédents:

I.  Lorsque la série,
m-Fni . m—tni)y(m-—1-4ni "y
TP (o) RO b gy

est convergente, elle a pour somme

m . tang ——
[(1—{—&)24’52]?6—" ) lg"*"{cos

m arc. tang 1—_:)_7 -+ 73- log[(1 +a)*+4-6%] )
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1. La série est convergente pour toute valeur de m et n, lorsque la
quantité Ja®4-5° est inférieure d Punitd. Si Va* b est égal A Dunité,
la série est convergente pour toute valeur de m comprise entre — 1 et
20, si Ton nw'a pas en méme temps a=-—-1. Si a=-—1, m doit étre
positif.  Dans tout autre cas la série proposée est divergente.

Comme cas particuliers on doit considérer les suivants:

A, Lorsque n=0. On a alors

[ 14+ o)+ P 5 at biy
(24) ¢ -
( =1 -|—a)2—}—bz]2':cos

Cette expression donne, en faisant a=a cos¢g, b=—asing et en séparant
les termes réels des imaginaires:

1 —-}—rma cos ¢ |

e arc. tang —- — ) J

[
mare, tang S )—{—z sin 1+

m(m—l)a COSQ([J—I— )
3

= (14 2acosg—+a®)? cos

m (m-—-l) o sin 2¢ _){_

s = (14 2e«cos - a?)? sin

sn(p
a Cos ¢

m arc. tang - i

(25)

Ta sin ¢ -

asin ¢
marc. tang - i + sl
¢

B. Lorsque 6=0.

Dans ce cas Pexpression générale prend la forme suivante:

L g Gk e L e
= (1 +-a)"[cos (r.log (1 -} a)) -7 sin (n. log (1 4 a))].

C. Lorsque =0, 6=0.

(26)

Alors on a
[ (m— 1) m (m—1) (m—2)

(27) 14 Ta+"5 @y at = (1)

Cette expression a heu pour toute valeur de m lorsque la valeur numérique
de a est inférieure & 1'unité, de plus pour toute valeur de m comprise entre



W (m—1)
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— 1 et o0, lorsque a==1, et pour toute valeur positive de m, lorsque
a=-—1. Pour toute autre valeur de « et de m le premicr membre est
une série divergente.

Faisant p. ex. a=1, a==—1, on a

1+?£+III(TIL—1)+

" m(m—1) -
l=7+=1 — =0

La premidre équation a lien pour toute valeur de s comprise entre — 1 et
oo, et la seconde pour toute valeur positive de m

D.  Lorsque ]/a2+b2: 1.

Alors on a

1+m+m _’_Va (m—l—m)(m—l_'_m)( _|_'/a
(28) :(2—'}—20,)? — nare. tang V

1+a [cos

P4
m arc. tang VH— -}— " lo g(2—|—2a))

7 sin ( m arc, tang V% + 73— log (2 2@))] .

Si lon fait ici a==cos¢, on obtient

’ 1-|-_m_+1_"i(005(p—}—2'sinq?)+(m+ni)1(‘rflgl+m)(0052‘P+i3in2(ﬁ)+"'
(29) ¢ = (2-}2 cos (p)%e_n(w_gm [cos ( (39— on) + * log (242 cos (p))

+z.sin(m(%q)_Qﬂ)_|_;ilog(2+2008q))”,

en remarquant qu'on a

arc. tang ‘/1—1— = arc. tang ‘/1

_|_Cosq) = arc. tang (tang 4 ¢) = { ¢ — ¢,

. . i T
si on suppose $¢ compris entre gn— - et pm—- -

L1
’
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E. Lorsque Va®-+b*=1, a=cosg, b=sing, n=0.

Dans ce cas I'expression précédente donne

1 —{— (cos ¢ 417 sin ) - = g (cos 2¢ -7 sin 2¢) - -

(30) :<2+2cos¢>?[cosm(w—w)+z‘sinm<w—on>]
depuis %(p:gn——; jusqu’'a 1}(p:@71_|__72£,

ou, en séparant la partie réelle de l'imaginaire,

5.‘5

1+ ~cosq)—|— 0052‘P+ - =(2-+2cos )
(31) % sin ¢ +m(m — s1n 294 -+ =(2+2cos (p)?sin m (3 —on)

depuis %—(p:gn——? jusqu’a tp—=pn- g

cosm ($¢—on)

F. Lorsque a=0, b—tang¢.

. . 7T 7T~
Dans ce cas on obtient, lorsque ¢ est compris entre —I_?f et —

m-t-ni. m-+ni)(m—1<4nd),. 2
1424 tang p O ERO LD (g gy

== (cos ¢)~" " [cos (mep — n log cos ¢) -} ¢ sin (mgp — n log cos ¢)].

(32)

5.

Des expressions précédentes on peut, par des transformations conve-
nables, en déduire plusieurs autres, parmi lesquelles il s'en trouve de trés
remarquables. Nous allons en développer quelques unes. Pour plus de dé-
tall on peut consulter 'ouvrage cité de M. Cauchy.

A.

Sommation des séries e« cos p— e cos2¢p4-Ja’cos3p— ...,
asing—j}a’sin 294 $a®sin3p— .. ..

Lorsque « est supérieur & l'unité, on voit aisément que ces séries sont
divergentes. Si « est inférieur A 1'unité, nous avons vu plus haut qu’elles
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sont convergentes; leurs sommes sont les quantités 8 et & du § 3, c’est-a-
dire, en mettant pour 3 et & leurs valeurs donndes par les équations (18),

tlog(l1+4-2acosp+ea*)=acosgp —4atcos2gf-Ladcos3p— - . .,

(33) o sin ¢ . . .
arc. tang T acosqg— 2 Sing —4e’sin2¢4-4atsin3p— ...
Pour avoir les sommes de ces séries lorsque « == +1 ou — 1, il faut seu-

lement faire converger « vers cette limite. La premidre expression donne
de cette manidre

‘ $log (242 cosg) = cosp—4cos2¢ -+ Lcos8gp— .. .,

34
(34) ? $log(2—2cosg)=—=—cosqp—}cos2¢p —LcosBp— - - -,

en supposant que les seconds membres de ces équations soient des séries
convergentes, ce qui a lieu, d’apres le théoréme II, pour toute valeur de @,
excepté pour ¢ =(2p -+ 1)7 dans la premidre expression, et pour ¢=—=2un
dans la seconde, ¢ étant un nombre entier quelconque positif ou négatif.

La seconde formule donne, en supposant ¢ compris entre n et —a, et
en se rappelant qu'on a alors

arc. tang % = arc.tang (tang + @) — { ¢:

35)Lgp—=—singpg—1Lsin2 1sin3¢ —- .. (depuis ¢ — - 7 jusq’d ¢ — — 7).
oA P—3 T3 ¢ puis @ Jusqita @

Lorsque ¢ =7 ou = — =, la série se réduit & zéro, comme on le voit aisé-
ment. [l s’ensnit que la fonction:

sin ¢p — 4 sin 2o+ 1sin3gp— ...

A

a la propriété remarquable d'dtre discontinue pour les valewrs p=m et
p=—m. En effet, lorsque ¢ =+, la fonction se rédnit a zéro; sl au
contraire ¢ =+ (7w —a), @ étant positif et moindre que 7, la valeur de la
fonction est
7T 24
t (? B "2') '
La formule (33) contient comme cas particulier la suivante:

(36) arc. tang e=a — to* 4ot — ...

ce qu'on trouve en faisant cp:%- Cette formule sera applicable pour toute

valeur de a, depuis — 1 jusqua -1, les limites y comprises.
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B.

Développement de cosmep et de sinmep swivant les puissances de tang g.

On peut déduire ces développemens de l'expression (32). En effet, en
faisant n=0, et séparant les parties réelles des parties imaginaires, on ob-
tient, aprds avoir multiplié par (cos ¢)",

[ cos mep = {(cos¢)" ( S (1’1 5 D, (tang ¢)®
. —1 —2Y(m—3
37) _|_m(m . .)2(177 - .)gn )(tang(p)“—— . .),

sin mp = (cos @)™ (m (tang ¢) — 720’;—_;)(";~———2) (tang ¢)® 4 - - - ) )
A\ . B
depuis ¢ = —Z jusqud ¢ — — —4”—, et ees équations ont lien pour toute va-

leur de m lorsque tang¢ est moindre que 1. 8i tangg=—-+1, elles ont
lien pour tout m compris entre — 1 et ~~oco. Elles sont alors:

):(3)';'(] m(m~1)+m(m_1)gn_;)gn_3)

(38)

( " (ml— 1) (m——?) +

C
Développement de (cosz)™ et (sina)™ en séries ordonnédes suivant les costnus et les sinus
rp

des. arcs multiples.

Depuis quelque temps plusieurs analystes se sont ocenpés du développe-
ment de (cosx)" et (sinz)". Mais jusqu'd présent, si je ne me trompe, ces
efforts n'ont pas entitrement réussi. On est bien parvenu A des expressions
Justes sous certaines restrictions, mais ces expressions n'ont pas été rigou-
reusement fondées. On peut les déduire assez simplement des expressions
démontrées ci-dessus. En effet, si I'on ajoute les denx équations (31), aprés
avoir multiplié la premidre par cose et la seconde par sinea, on obtient
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cos (a -— 2¢) +
_(2~|—20(>s<p) ? cos (a — {;‘E —}—mgn)

m (m — )

cosa —-}— L oos (¢ —)+

depuis Z(p_p'r-—% jusqu'a Tlﬂp__grz_!_f,)

Or puisque 2+ 2 cos @ =—4(cos}¢)®, on aura, en faisant ¢ =2z,
= (2 cos ;L) "eos (o-max+-2me)

ne{me - —1

jusqu'a x=207m 4 2

cos o + 7(,08((! 2) 4
depms €r= 2()*1»
cos (e~ 4x) 4 - - =(- 200s1)"‘cos [a max+m(20+1)n]

m (m 1)

Luqa#lfcos(\a—‘zx) R .
depuls T=—= ‘)()7+ 5 jusqu'd x— 29ﬁ+ -5
Si Von fait ici 1) e==wmwx; 2) e=mr-- 9 a:my,w:y~——g;
4) e =my — ;, /J;:y——%, on obtiendra
1('1,71) cos (m-4)x+ - - +»
m(m 1) (m-dyw+ -

T blIl

) (2 eos x)" cos 2mgn = cos mix 4 - cos (m-2)x +

2) (2 cos )™ sin 2moa = sin mw + ~sm(m 2)r+ =
91-7— jusqu’a w=2(m+ 2 ;

Tcos(m 2)x +T@ D—(os(m-él):c -

m(m D sin (m-4)x - - -

.2

depuis -

) (2 sina)” cosm (20 + §)m=cos mw -

) (2 sinw)™ sin 7 (29 + §)a=sinmx - - sin(m-2)x +
depuis w=2g9n jusqu’%m x=(20+ 1) T
m(m 1—)(,(» (m-4)x+ .-

5) (-2 cos )" cos m(29+ 1) =cos mx + ™ cos (m-2) +
m(m 1) sin (m 4).)_,-}— o

—i—5~ €08

6) (-2 cosx)™ sin m(2p+1)a—=sin 7IM+—~ sin (m-2)x +
¢ '=(29+7)7‘§

depuis x=(2¢-4)7 _]usqua x
cos (m-2)x + (" D (m-4)z - . ..

7) (-2 sinx)" cosm(2¢ + §) 1 = cos mx -

8) (-2 sinx)™" sinm(2¢ + )7 =sin mw - sin (m-2)x + -
depuis z=(2¢+ )7 _]usqu'ét x=(29+ 2)n

1
m(7 )sin (m-)z----
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Ces formules ont encore lieu pour les valeurs limites de =, lorsque m
?
est positif. Lorsque m est compris entre — 1 et 0 ces valeurs sont exclues.
Comme cas particuliers on peut considérer les deux suivants:

(2 cos )" = cos mw T cos (m-—2)z - ﬁﬁil) cos (m— 4w - - -,

0= sin mx -4 T sin (m — 2) x4~ Z’i<IL;1) sin (m— 4y -« -

s 7r - . 8 . r
depuis w — — g Jusquid z=,



