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DE STATIQUE. 13

m

CHAPITRE PREMILR.

ComrosiTioN ET DicomposiTioNn pEs FORCES.

Aziomes , Lemmes préliminaires , etc.

12. I v est évident que deux forces egales et
contraires appliquées & un méme point sont
en équilibre. 11 est encore évident que deux
Jorces egales et contraires appliquées aux ex-
tremités d’une droite considerée comme unée
verge inflexible , et agissantes dans la directior
de cette droite , sont en equilibre.

Car 1l n'y a pas de raison pour que le mou-
vement naisse d'un coté plutot que de autre,
comme dans le premier axiome.

Corollaire.

13. It est facile de conclure dela que Deffet
d'une force qui sollicite un corps, ne peut étre
¢hangé en quelque point de sa direction qu’on
lavsuppose appliquée ; pourvu que ce point soit
un des points du corps lui-méme, ou, s'1l est au-
dehors, qu’il lui soit invariablement attaché.

Car , soit une force quelconque P appliquée Fig.
au poiut A d'un corps ou systeme quelconque :
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s1 'on prend sur la direction de cette force un

autre point B invariablement lié au systeme, de

maniére que la longueur A B reste toujours

constante; et s1 'on applique au point B deux

forces P', —P’ égales entr’elles et a la force P, et

agissantes dans la direction de AB, le point A

sera encore sollicité de la méme maniére qu’au-
paravant ; carl'effet des deux forces P* et —P’est

nul de lui-méme. Mais en considérant la force

P et son égale et contraire —P’ appliquée en B,
1l est manifeste que leur effet est aussi nul. On
peutdonc les supprimer, et il ne reste plus que
la force P’ qui n’est autre chose que la force P,
mais appliquée au point B de sa direction ; et
le point A n’a pas cessé d’étre sollicité de la
méme maniere.

On peut donc appliquer une force en un point
quelconque de sa direction , pourvu que ce point
soit lie au premier point d application par une
ligne droite rigide et inextensible.

Remarque.

LorsQur nous changerons ainsiles points d’ap-
plication des forces , nous ne repéterons pas
toujours que 'on doit supposer les nouveaux
points invariablement attachés aux premiers ;
mais il faudra toujours le sous-entendre.
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; | Lemme.

"' 14. LorsQue deux forces P et Q sont appli-Fig: 2.
quées a un méme point A sous un angle quel-
conque, on concoit bien quune troisieme force

R appliquée convenablement au point A pour-

rait faire équilibre aux deux forces P et Q. Car,

' en vertu des efforts combinés des deux forces P

et Q, le point A tend a quitter le Lieu o1 1l est :

or 1l ne peut s’échapper que d'un seul coté,

I et par conséquent s1’on appliqueune force con-

I yenable en sens contraire, ce point demeurera

. en équilibre.

& Les trois forces P, Q , R, étant en équilibre

i autour du point A , la force R est egale et di-
rectement opposée a la résultante des deux

. autres. Donc deux forces P et Q qui concou-

. rent, ontune résultante.

1 En second lieu , 1l est visible que cette ré-Fig. &
sultante doit étre dans le plan de leurs direc-
tions AP, AQ; caril n’y a pas de raison pour
qu'elle ait au-dessus du plan une certaine po-
sition , plutét que la position parfaitement sy

) métrique au-dessous.

L De plus, elle doit étre dirigée dans I'angle

i PAQ des deux forces ; car il est clair que le

§ point A ne peut se mouvoir dans la partie du
plan qui est au-dessus de laligne A Q, vers D :
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de méme il ne peut se mouvoir au-dessus de
la Iigne AP, vers B ; et par conséquent il ne
pourra se mouvoir que dans I'angle P A Q, et
la résultante R devra étre dirigée dans l'inté-
rieur de cet angle.

Remarque.

15. In 0’y a qu'un seul cas o P'on puisse
voir @ priori quelle sera la direction de la résul-
tante ; ¢’est celur our les deux forces P et  sont
égales : alors il est clair que la résultante divise
en deux également 'angle qu’elles forment en-
trielles; car il n’y a pas de raison pour que eette
resultante fasse avec 'une des composantes un
~angle plus petit qu’avec I'autre.

Axiéme.

16. LorsquE les deux forces P et QQ agissent
dans la méme direction et dans le méme sens,
il est visible , et 'on doit accorder comme un
axiome que ces- forces s'ajoutent , et donnent
une résultante égale a leur somme P—4-(Q.

Corollaire.

17. DE la on peut conclure ( en combinant
successivement les forces deux A deux ) que la
résultante de tant de forces que I'on voudra qui

agtssent dans une méme direction et dans le
maene
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BE STATIQUE. 17
méme sens, est égale a leur somme totale , et
agit dans la méme direction.

Que lorsque deux forces 111&:*?31&5 P et Q agis-
sent en sens contraire dans une méme dlrec—
tion , leur résultante est égale a la difference
P—AQ des forces , et qu’elle agit dans le sens de
la plus grande ; car on peut concevoir dans la
plus grande que je suppose P, par exemple,
une force dgale et contraire a Q, et qui la dé-
truit : on peut supprimer ces deux forces-la ,
et le point est actuellement tiré par la diffé-
rence P—() des deux forces P et Q.

Dot Pon voit qu'en général , la résultante de
tant de forces que lon wvoudra, agissantes
dans la méme direction , est égale a Pexcés
de la somme de celles qui tirent dans un sens,
sur la somme de celles qui tirent dans le sens
condraire , et qu’elle agit dans le sens de la
plus grande somme.

Remarque.

18. T'ELLES sont que]queb —unes des propo-
sitions les plus Llementdum dont on découvre
la vérité a priori, et presqu’a la premiére ins—
pection. Le cas le plus simple de la COMpPOsi-
tion des forces, et en méme temps celui ou
I'on connait tout d’un éﬂup la résultante ,
est évidemment le cas des forces qui agissent

B
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dans une méme direction. Nous allons com-
mencer la composition des forces par celles qui
s’y ramenent immediatement.

Composition des fbrces qui ag.is.fent
suivant des directions paraZZéZes.
Theoreme L.

Fig. 4 19. DEvx forces quelconques P et Q , pa-

ralléles et de méme sens , appliquées aux ex—
trémités A et B d'une droite rigide A B, ont
une resultante , et cette resultante doit étre
appliquée a la ligne A B entre les deux points
A et B.

20. Elle est paralléle aux forces P et Q,
et egale a leur somme.

10. Appliquez a volonté aux deux points A
et B, deux forces M et IN, égales et contraires,
et qui agissent dans le sens de la droite A B.
L’effet de ces deux forces sera nul, et par con-
séquent l'effet des deux forces P et () ne sera
pas changé : mais les deux forces M et P appli-
quées en A , ont une résultante S appliquée au
point A , et dirigée dans I'angle M A P (14). De
méme les deux forces N et Q ont une résul-
tante T', appliquée en B et dirigée dans I'angle
NBQ. Concevez qu'on ait pris ces deux résul-
tantes , et qu'on les ait appliquées toutes deux
au point D ol leurs directions vont nécessai
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rement se couper ; la résultante des deux forces
S et T sera absolument la méme que celle des
deux forces P et Q : or, étant appliquée en D,

et devant étre dirigée dans I'angle A D B, elle -

ira passer entre A etB, enuncertainpoint C,
ou l'on powrra la supposer appliquée.

20. Mantenant, pour démontrer que cette
résultante est parallele aux forces P et Q, et
égale i leur somme , imaginons qu’au pomnt D
on redécompose la force S en deux composantes
M’ et P’ , parfaitement égales et paralléles aux
premieres M et P ; de méme, qu’on redécom-
pose la force T en deux composantes N et Q'
parfaitement égales et paralleles aux premieres
N et Q. Les deux forces M', N’, seront égales,
et direclement opposées , puisqu’appliquées
a un méme point D, elles sont paralleles a
une meme droite MIN, et par consequent leur
eflet sera absolument nul. Il ne restera donec
que les deux forces P’ et Q', respectivement
égales et paralléles aux forces P et Q. Or, ces
deux forces , étant évidemment dansune méme
direction , se composeront en une seule R,

egale a leur somme P' 4+~ Q' ou P + Q; cequ’il

Jallait démontrer.

Corollaire 1.

20. 81 les deux forees P et Q) sont égales en- Fig. 5

2

E ]
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trelles , le pomnt G d’application de la résultantie
sera au milieun de la ligne A B. Prenons , en
effet, les deux forces M etIN dont on est maitre,
égales aux forces P et Q. La résultante S des
deux forces égales M et P diviseraen deux égale-
ment Pangle MAP (15); et  cause de DC paral-
lelealaligne AP, le triangle A G D sera 1soscele.
Par une raison toute semblable, le triangle BGD
sera isoscele ; etl’onaurad’'une part, AC=CD,

et de Tautre, CD=CB; don AC — C B.
Corollaire I_I.

1. I résulte dela que la résultante de tant
de forces paralléles quon voudra, égales deuxa
deux et appliquees symétriquement a des dis-
tances égales du milieu d’'une méme droite, est
égale a la somme de toutes ces forces , leur est
paralléle, et passe par le milieu de la droite d ap-
plication. Car, en combinant successivement
deux i deux, les forces égales placces de part
ot d’autre A des distances égales du milieu de la
ligne droute, leurs résultantes successives pas-
seront toutes par ce meme point, et s'ajouteront
ensuite comme étant dans une méme direction.

22. Liréeiproguement on pourra décomposer
toute force Pappliquée a une ligne, en tantd’au-
tres forces paralléles qu'on voudra, appliquées &
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DE STATIQUE. 21
différens points de cette ligne , pourvu que ces
forces deux a deux, soient égales , a égales dis-
tances du pointd’application de la force P, et que
leur somme totale soit égale a cette méme force.

Theoreme 1 1.

23.Lp point C d’applicationde larésultantede Fig. 6.

deux forces paralléles P et Q qui agissent auax
extrémités A et B d’une droite inflexible AD,
partage cette droite dans la raison reciproque
dePa Q:desorte que Pona:P:Q::Bl: AC.

Supposons d’abord que les forces P et Q
solent commensurables, ¢’est-a-dire, soient
entr’elles comme deux nombres entiers m et 7.

Divisons A B an point H en deux parties di-
rectement proportionnelles aux deux forces P
et Q; de maniérequon ait: AH:BH ::P:Q,
et par conséquent, :: m : n. Surle prolongement
de la ligne inflexible A B, prenons AG=AH,
et BK—=BH. Le point A sera le milieu de
G H, etlepoint B le mihien de HK.

Cela posé, puisqueles forees Pet Q sont entre
elles comme les lignes A H et B H, elles seront
aussi entr'elles comme les mémes lignes dou-
blées, ¢'est-a~dire, comme les lignes G Het HK.
Et comme il y a, par hypothese, dans la hgne
A H , m mesures telles que B H en contientrn,
ity aura 2 m mesures dans GH , et 22 mesures

o |

o
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égales dans H K. Or, on peut décomposer la
force P en 2m forces égales et paralleles, appli-
quées aux 2m points milieux des communes
mesures de la ligne G H (22); et la force Q en
2 n forces paralléles, égales entr'elles et aux
premiéres , appliquées aux 2 n points milienx
des communes mesures de la ligne H K. Main-
tenant toutes ces forces égales, étant équi-
distantes, se trouveront placées deux a deux a
égales distances du milien € de la hgne entiere
GK,, et par conséquentleur résultante générale
qui est celle des deux forces P et Q, passera
nécessairement par le milieu de la igne G K.
Maisa cause de G C = A B, 1l vient, enretran-
chant la partie commune AC, BC=AG =
A H ; et en ajoutant de part et d'autre GH,
A C=B H. Donc puisque I'on a: P:Q :: AH:

B H,onaaussi:

P:Q: = BCIAEC

Supposons en second lieu, que les deux forces
P et Q ne solent pas commensurables.

Je remarque d'abord que si la résultante de
deux forces quelconques P et () appliquées aux
points A et B, tombe en C, la résultante de la
force P et d'une force Q —+ 1> () tombera entre
le pomnt C et le point B; c'est-a-dire , que le
pomt d'application de la résultante sappro-
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DE STATIQUE. 23
chera du pomt d’application de la composante
qui aura augmenté. En effet, pour trouver la
résultante des deux composantes P et Q + I, on
peut prendre d'abord la résultante R de Pet Q,
qui passe au point G, par hypothese, et ensuite
celle de R et de I, dont le pont d’application
sera entre Cet B (19).

Maintenant , si la résultante des deux forces
imcommensurables P et Q ne passe pas au point
Cquienesttelquona P:Q::BC:AC,elle
passera en un autre point situé entre A et G, ou
entre G et B. Supposons que ce soit en G entre
A et C. Partagez la ligne A B en parties égales
toutes plus petites que GG, 1l y aura au moins
un point de division entre C et G. Soit I ce point:

Fig. 8.

les deux lignes A1 et BI seront commensu—

rables, etle point I pourraiétre considéré comme
le point d’application de la résultante de deux
forces P et Q° qui seralent telles qu'on aurait :
P:Q ::BI: Al : ce qui donne Q' < Q
( puisqu’on a par hypothéseP: Q:: BC: A C.)
Mais la résultante des deux forces P et Q' pas-
sant en 1, celle des deux forces P, et Q > (', pas-

-sera entre | et B, et ne pourra tomber en G

contre I'hypothése.

On ferait voir absolument de la méme ma-
niere quelle ne peut tomber entre C et B ; et
par conséquent elle passe nécessairement en C.

A
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Corollaire 1.

24. LorsQue trois forces paralleles P, O, I
sont en équilibre sur une-ligne A B, I'une d’en-
tr'elles est égale et directement opposée a la
résuliante des deux autres. Ainsi la force Q, par
exemple , prise en sens contraire, est la resul-
tante des deux forces P et R. Comme les deux
forces P et Q tirent dans le méme sens, la force
R est -égalle a P4-Q, et par conséquent Q =
R—P; dou il suit que la résultante de deux
forces paralleles qui agissent en sens contraires,
est égale aleur différence, et tire du méme cote
que la plus grande.

25. Les deux forces P et R ¢étant données
ainsi que la distance A C qui sépare leurs
points d’application, si 'on demande le point
d’application de la résultante @, on fera cette
proportion: P:Q::B G: A G:dot I'on yre :
P4+Q:Q::BC—+ AC:AC, cest-a-dire,
R:Q:: AB:A (G, proportion qui fera con~
naitre A B, et par conséquent le point B. |

Remarque.

A = -
26. Surrosons queles deux forces P et R soient.
@ : -
égales, la résultante ) sera zéro, et la distance
A B de son point d’applhication sera, par la pro-
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R x AC

O

s - ., " *
portion ¢l - dessus , , ¢ est-a-dire ,

infinie.

Siles deux forces P et R au lieu d’étre égales,
différaient d une quantite trés-—fetita , la résul-
tante Q qui est égale a cette différence, serait

R x AC

trés-petite, et ladistance A B = 0 serait

trés-grande a cause du dénominateur Q tres-
petit; ainsi plus les deux forces s’approchent
de I'égalité, plus la résultante diminue, et plus

la distance du point ou elle est appliquée aug-
mente. De sorte que, lorsque les deux forces de-
viennent parfaitement ¢gales, la résultante est
nulle, et la distance du point d’application -
finie. Ce qui nous apprend quon ne peut pas
trouver actuellement une force unique qui
fasse équilibre a deux forces cgales, paralleles et
agissantes dans des sens opposés.

27. Au reste, pour ne laisser aucun nuage
sur cette derniere conséquence , €ONCEVONS
quuue force quelcongue , dirigée comme on
voudra dans I'espace , fasse équilibre aux deux
forces P et —P, parfaitement égales, paralleles
et contraires. 1°. Il est clair que cette force
doit étre dans le plan des deux forces P et —FP ;
car 11 n’y a pas de raison pour qu’elle soit au-
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dessus plutét qu'au-dessous , tout etant égal
de part et d’autre. 20. Quelle que soit la posi-
tion qu'on lui donne dans le plan a I'égard de
la force P, on lui en trouvera sur-le-champ
une autre parfaitement symétrique et de sens
contraire , a I'égard de la force —P : elle aurait
donc & la fois deux positions différentes , ce qui
est absurde.

Ainsi les deux forces P et —P ne peuvent
avolir de résultante unique.

Nous reviendrons bient6t sur ces sortes de
forces , dont la considération , qui n’avait paru
jusqu’ici que comme un cas singulier , fera la
seconde partie essentielle de nos Elémens.

Corollaire 11.

28. DE méme que I'on compose en une seule
deux forces paralléles qui agissent a des points
donnés d’une ligne , on peut auss1 décomposer
une seule force quelconque R, appliquée a un
point G d'une droite inflexible, en deux autres
P et Q qui lui soient paralleles , et qui agissent
en des points donnés A et B de cette droite. I}
ne s'agit pour cela que de partager la force R
en deux autres qui soient entr elles dans lerap-
port des distances B G et A G ; et pour trouver
la force Q, par exemple, on se servira de la

proportion R:Q:: AB: AC, dans laquelle 1l
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n'y a que Q d’'inconnue. La force P sera égale

2 R—Q.

Mais st le point C d’applicatiﬂn de la force R Fig. 10.

guon veul décomposer, ne tombait pas entre
A et B, points d’application donnés des com-
posantes P et Q que l'on cherche, on ferait tou-
jours la proportion R:Q:: AB: A G, qui ferait
connaitre la force Q) ; mais la force P serait

¢gale a R+4-Q.
Corollaire 111.

29. QuAnD on sait déterminer la résultante Fig. 1:.

de deux forces paralleles, on peut facilement
trouver celle de tant de forces paralléles qu’on
voudra, apphquées aux différens points d'un
systeme quelconque de figure invariable,
Solent , par exemple, les quatre forces pa-

ralléles P, P’ , P75 P, appliquées respecti-

vement aux quatre points A, B, C, D, situés
d'une maniere quelconque dans 'espace, et liés
entr'eux d'une maniére 1invariable : en considé-
rant ces forces deux a deux, elles sontdans des
mémes plans. Ainsi I'on peut prendre d’abord
la résultante X des deux forces P et P’; elle
sera_égale a leur somme PP, et passera en
un pount I de la ligne AB, qu’on trouvera en
divisant A B dans la raison inverse de P i P/,
La résultante X étant ainsi déterminde s on
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joindra le point I ou elle agit, au pont G de
la troisieme force P”. Les deux forces X et P”
étant paralléles, on en prendra la résultante X/,
comme nous avons fait tout-a-l'heure : cette
résultante sera égale a leur somme X—+4-P”, et
le point F ou elle devra éire appliquée, se
trouvera , en divisant la droite C1, dans la
raison réeiproque de X a P”. Joignant enfin
le point F au point D d’application de la qua-
triecme force P/, et divisant la droite ¥ D en
deux parties réciproquement proportionnelles
aux forces X’ et P/, on aura le pomt G d'ap-
plication de la résultante générale R , qui sera
paralléle aux deux forces X/ et P, et par con-
sequent a toutes les com posantes ; égale a leur
somme X'+-P” , et par conséquent a la somme
de toutes les composantes.

Le raisonnement que nous venons de faire
s’étend manifestementa un nombre quelconque
de forces paralleles.

Si parmi les forces P, P!, P, etc. les unes
agissaient dans un sens, et les auwres dans le
sens contraire , on commeneerait par prendre
la résuliante de toutes celles qui agissent dans
le méme sens; on chercherait ensuite la résul-
tante de celles qui agissent dans le sens con-
traire ; et toutes les forces étant alors réduites
a deux forces paralleles et de sens contraires,
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on en trouverait la résultante par ce que nous
avons dit plus haut.

30. On peut donc , en général ,'déterminer
la position et la quantite de la résultante de tant
de forces paralléles qu'on voudra; cette resul-
tante sera paralléle aux forces , et égale a
Pexces de la somme de celles qui tirent dans
un sens, sur la somme de celles qui tirent
dans le sens contraire.

J’a1 dit en général, par ce qu'il peut arriver,
que la résultante des forces qui tirent dans un
sens , soit parfaitement égale a la résultante de
celles qui turent dans le sens contraire , sans lui

A : 0. e S
étre directement opposée ; et alors il n’y a pas

de résultante unique , comme nous l'avons vu

plus haut.
Corollaire 1V.

31. Suprosons que les quatre forces
P, P, P, P, sans changer de grandeurs,
sans cesser d’étre paralleles et de passer aux
mémes points respectifs A, B, C, D, vien-
nent a prendre les positions p , p', p”*, p”
Uespace.

dans

Si 'on en cherche la résultante en suivant
le méme ordre que plus haut, on trouvera d a-
bord que la résultante x de p et p”, passe au
meéme point I que la résultante X de P et P',
et qu’'elle lui est égale. Elle passera par le méme



Jo ErnéMeERNS

point , parce que son point d’application doit
diviser la méme droite A B dans la raison réci-
proque de p ap’, qui est la méme que celle
de P a P’. Elle lui sera égale, parce qu'on aura
p+p'=P+FP. On trouvera de méme que la
résultante x” dex et p” passera au méme pointF
que la résultante X’ de X et P”, et qu'elle
lui sera égale ; et ainsi de suite : de sorte que la
résultante générale des quatre forces p, p’, p” p'’,
passera au méme point que la résultante des
quatre forces P, P', P”, P"; et cela est gé-
néral , quel que soit le nombre des forces: d’olt
Fon peut conclure ce théoréme remarquable :

32. 8t Pon a un systéme quelconque de
Jorces paralléles , appliquées & un assemblage
de points A , B, G, D, etc., et gu’on incline
successivement tout le systéme de ces forces
dans diverses situations, de maniéere que les
mémes forces passent toujours par les mémes
points , et conservent leurs grandeurs et leur
parallelisme ; les résultantes générales quon
trouvera successivement dans chacune de ces
positions , se croiseront toutes au méme point.
(e point d’intersection des résultantes succes-
sives se nomme le centre des forces paralléles.
Nous aurons occasion d’en parler plus loin,
quand il sera question des centres de sravité.
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On peut remarquer , au reste dans la dé-

monstration précédente , quil n'est pas néces-

saire de supposer que les forces conservent tou-

jours les mémes grandeurs, mais quil sufhe

que , dans les positions successives du groupe ,
elles demeurent proportionnelles.

Composition des _ﬁ:mes dont les direc=
tions concourent en un méme point.

Theoreme 111.

33. L4 résultante de deux forces quelcon- Fig. 12.

ques P et Q , appliquées a un méme point A
sous un angle quelconque , est dirigée sui-
vant la diagonale du parallélogramme ABD G
construit sur les deux lignes AB, AC, qui
représentent les forces P et Q en grandeurs
et en directions.

D’abord , nous avons vu que cette résultante
doit étre dans le plan des deux forces P et Q;
en second lieu , qu’elle doit étre appliquée au
point A , puisque cette résultante, par hypo-
these , doit solliciter le point A absolument
de la méme maniére que les deux forces P et Q.

Je dis maintenant qu'elle doit passer au
point D , extrémité de la diagonale A D.

Prenons, en effet, sur le prolongement de la

ligne BD la partie D G =DC, et achevons le
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rhombe CD G H. Appliquons aux points G et
H et dans la direction de G H, deux forees
Q" et Q' contraires , é¢gales entr’elles et a la force
Q. Il est facile de voir que la résultante des
quatre forces P, Q, Q) et Q" doit passer au point
D. Car 10. 4 cause de Q'=Q, les deux forces
paralléles P et Q' sont entr’elles comme les cotés
AB; AC oucommeDC et DB, ou bien a cause
de DC=DG, comme leslignes DG et DB;
et par conséquent (23 ) leur résultante S passe
en D ; 20. les deux forces Q et Q" ¢tant égales,
leur résultante T prolongée divise en deux ¢ga-
lement I'angle CH G du rhombe CDGIL, et
va passer aussi par le point D, ot 'on peut la
supposer appliquée. Done la résultante générale
qui est celle des deux forces § et T passe au
pDiut D.

Mais les deux forces Q" et Q” appliquées sur
G H étant parfartement égales et contraires,
leur effet est absolument nul, et la résultante
des quatre forces P, Q, Q" et Q" est identique-
ment la méme que celle des deux forces P et Q.
Donc, puisque la premiére passe en D, celle des
denx forces P et (), passe aussi au méme point.

Puisque la résultante passe a la fois par les
deux points A et D, elle est done néeessairement
dirigée snivant la diagonale A D.

Corollaire-




DE STATIQU E. 33

Corollaire.

34. Concruons de la que si I'on connaissait Fig, 3.

seulement les directions des deux forces P et
Q, et celle de leur résultante R, on pourrait
déterminer le rapport de la force P a la force Q2 !
Car, en prenant sur la direction de la résultante
un pont quelconque D, et menant de ce point
deux paralleles D C et DB aux directions des
composantes P et (), et qui rencontrent ces di-
rections en C et B, on aurait nécessairement
P:Q:: AB: A C. Sans quoi 'on aurait PaQ
comme A B est a une ligne A O plus petite ow
plus grande que A C; et alors la résultante
des deux forces P et Q serait dirigée suivant la
diagonale A1 d’un parallélogramme A O 1B
différent du parallélogramme A BD C, ce qui
est contre 'hypothése.

-
2 heoreme 1V.

35. L 4 résultante de deux forces quel- Fig. 14.

conques P et Q appliquées & un méme point A ,
est representée en grandeur et en direction par
la diagonale du parallélogramme ABD C
construit sur les deux lignes A B, A C qui re-

presentent ces forces en grandeurs et en di-
rections.

C
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Nous avons déja vu que cette résultante est
dirigée suivant la diagonale ; reste a faire voir
qu’elle est représentée en quantité par la diago-
nale elle-méme.

Spit R cetie résultante : supposez qu'elle
soit appliquée au point A sur le prolonge-
ment de la diagonale D A , en sens contraire
de son action. Les trois forces P, Q , ik seront
en équilibre sur le point A. Done l'une d’elles,
la force Q, par exemple, sera égale et directe-
ment opposée a la résultante des deux autres P
et R. Done la direction de la force Q , prolon-
gée, sera celle de la résultante des deux forces
P et R. Done si, du point B, vous menez a la
direction A R , la parallele BG qui rencontre
en G le pfﬂlﬂugemem de Q A, et du point G,
3 la direction A P la parallele G H qui rencontre
en H la direction de la force R, les deux forces
P et R seront entr’ellgs comme les cotés A B,
A H du parallélogramme A B G H (34 ). Mais
la lrigne A B représente actuellement la force P,
donc la ligne A H représente la force . Or,
par les paralleles, on a: AH=BG=AD;

donc , ete.
Corollaire.

" "36. Puisquk les trois forces P, Q, R sont en-
1r’elles comme les trois lignes AB, A G, AD;
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et que dans le parallélogranime A B D C yON a:
AB=0CD, on peut dire que ces trois forces
sont entr'elles cemme les trois c6tés CD, C A
et AD du triangle A C D. Mais ecs trois ediés
sont entr'eux comme les sinus des angles oppo-
sés UAD, CDA; AGD, et a cause des pa-
ralleles , l'angle C D A = langle B A D;
I'angle A GD estsupplément de 'angle B A.C,

et par conséquent a le méme sinus; on a done:
P:Q:R::sin. CAD:sin.BAD:sin.BAC.

D'ou I'on peut conclure que la résultante de
deux forces P et Q étant représentée par lesinus
de I'angle formé par leurs directions, les deux
forces P et Q) sont re présentées réciproquement
par les sinus des deux an gles adjacents a la direc-
tion de la résultante. Ou, si 'on veut, chacune
des forces P, Q, R est comme le sinus de Pangle
Jormé par les directions des deux autres.

Rer?zarqzre,

37. ON peut voir par li, et niieux encore par
la considération immeédiate du parallélegramme.
des forces, que lorsque deunx forces agissent sur
un méme point sous un augle qui n'eést pas égal
a deux droits; elles ne peuvent jamais ‘donner
une résultante nulle; &:moins qu'elles ne sorent
nulles elles=mémes ehacane en particulier.

2
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Car, si aucune des deux forces n’était nulle,

on pourrait construire un parallélﬂgramme sur

les deux hignes qm les représentent en grandeurs

et en directions, et la diagonale de ce parallélo-

gramme seraiy la résultante.

Si I'une d’elles seulement étaitnulle , la se-
conde serait la résultante ; et par conséquent la
résultante ne peut étre nulle, &4 moins que les
composantes ne solent toutes deux nulles en
meme lemps.

Lorsque les deux composantes agissent sous
un angle €égal 4 deux angles droits , elles sont
alors contraires , €t la résultante n’est pas nulle
dans le seul cas out ces deux composantes sont
nulles toutes deux , mais encore dans celur ou
elles sont égales.

Corollaire 11.

38. On peut toujours décomposer une force
donnée R en deuxautres P et Q dirigées suvant
des lignes données A P, A Q, pourvu que ces
directions et celle de la force R soient comprises
dans un meéme plan et concourent au meéme
point A. Car, prenant sur la direction de la
force R une partie A D qui représente sa quan-
uteé , et'par le pomt'D menant les droites D G,
D B paralléles aux directions données A P,
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A Q, on formera un parallélogramme ABDC,-
- dontles cotés A B, A C représenteront les forces
' demandeées P et Q.
( S1 on veut calculer immeédiatement leurs

grandeurs , on pourra faire ces deux pro--
¢ portions :

| R:P::sin.BAC:siﬂ.CAD
e R:Q::stn. BAC:sin.BAD

i dans lesquelles 1l n’y a que P et Q d’inconnues.

0l
il .Rer?mrque..

0 It : -
39. 81 I'angle B A C était droit, on aurait, en

supposant le rayon =1, sin. B A C=1 ; sin.
C AD=cos. BAD, etréciproquement sin.
B A D=cos.C AD. Et les deux proportions

ci1-dessus deviendraient -

o R:P::1:cos.BAD
i | R:Q::l:mS.CAD.

prii 1 ‘ou:P=R.Cos.B A Det Q=R.Cos.C AD.

i I résulte deli que lorsqu’on décompose une
v force en deux autres qui agissent suivant des
) directions rectangulaires entr’elles , on trouve
| chaque composante en multipliant la force pro-

3
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poséa par le cosinus de Fangle qu’elle fait aveg
la direction de cette composante. -
Chaque composante est représentée par la.
prc:]ﬂctwn de la résultante sur sa direction, et
c’est ce (i on app{.,lle souvent, la force estimee
suivant cette dircetion. Ainsi, R cos. B AD,
ou la composante P est la force R estimee sul-
vant la direction A P.

Corollaire 111.

. Quanp on sait déterminer la résultante
de deux lorces appliquées & un point , on peut
déterminer celle de tant de forces P, Q, R, S, ete.
qu’'on voudra , clPP]H]llLL‘E a un méme point A
et dirigées d'une maniere arbitraire dans. ],es-
pace. Car, en considérant d’abord deux quel—
conques de ces forees , comme les FﬂI‘EES Pet Q,
par exemp 'e, ces deux forces seront dans un
méme plan, etl'on en déterminera la résultante
comme nous l'avons fait tont-3=Iheure. Soit X
cette résiltante, on prendra semblablement la
résulianie de laforce X et d'une autre telle que:
R. Combinant ensuite cette résnltante que je
désigne par Y avee une nouvelle force S, on
aura lewr résultante 2, qua sera celle des quatre
forces P, Q, R, §; et continuant amnsi, on
arriveranéeessairement a la résultante génerale.
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Si toutesles forces P, Q, R, S, etc. sont dans

un méme plan, les résultantes successives X,

Y, 7, etc. seront dans ce méme plan, et par

conséquent la résultante g,éné.rale-y SErA aussl.

Si toutes les forces sontien équilibre, la ré=
sultante générale sera nulle.:

Théoréme V.

r11. Sr trois GFEEJ X,Y, Z a II' LUEES .‘:HI' 1L Fig 10.
| PPquce

méme point A dﬂﬂiﬁ' P espace , sont f"ep'f‘é&'ehtéé&
par les trots lzgnas AB, AC, AD, et (}u"{:-'ri
achéve le parallélépipede A..F, la rf:m[mnte
R de ces trois Jorces sera représentée par la
dtézﬂ*ﬂnafﬂ AF de ce pﬂmﬂekfprpedé |

E& effet, les deux, forces X et Y qm sont re—
Prewntpes par les deux cotés du Pa-tr._ill{-;la-f-
gramme A BG G, dﬂllqgrﬂnt pour. résultante
une force P représentée pag;rla dmg:male A G de

ce parallelﬂuramme

Ensuite , a eause de A D égale et paralléle a
G F,la figure A GF Dseraun parallélogramme,
et par conséquent les deux forces P et Z donne-
ront une résultanve R rep&*ésﬂutde par fa diago-
nale A T, laguelle est en:méme: temtprs [a: dmgf}—l
nﬂle du Pﬂﬂﬂﬂﬁlﬁ [irpﬂda pmpﬂﬂse-

¥ i ; i fa
- = H L i ]
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Remarque.

42. Ossrrvons , sur le champ , comme au
no. 37 , que tant que:les trois forces X, Y 5 Z
ne seront pas dans un méme plan, elles ne pour-
ront jamais donner une résultante nulle, a
moins quelles ne soient nulles elles-mémes en
particulier.

Car, si aucune d’elles n’était nulle , on pour-
rait 'CDHSIII_‘HIL['E le parallélépipede sur les lignes
qui les représentent , en grandeurs et en direc-
t10ns ;. et la diagonale serait la résultante.

Sil'une d’elles seulemeut était nulle, les dr::u,x
attres qui,. par hypmllese ne sont pasen ll"llﬂ
droite , auralent une résultante.

Enfin, s1 deux d’entr’elles seulement étaiﬁut
nulles, la troisiéme serait'la résultante , et par
conséquent, les composantes X , Y , Z doivent
étre nulles toutes trois , pour donner une re-
sultante nulle.

Corollaire 1.

¥ & *la-

43.,0On voit par le Théoréme précédent;
( quon pourrait nommer le’ parallélépipede
des forces ) qu'une foree quelconque donnée K
est toujours décomposable en trois autres X,
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Y, Z respectivement paralleles a trois hignes
données dans l'espace , pourvu que deux de
celles-ci ne soient pas paralleles.

Car, en prenant la partie A F pour repre-~
senter la quantité de la force R , et menant par
le point A d’application trois lignes paralleles
aux droites données chacuneachacune , on con-
duira par le point A trois plans indéfinis X Y ,
XZ,YZ, et par le point ¥ trois autres plans
respectivement paralléles aux premiers ; et ces
six plans détermineront le parallélépipede dont
les trois arrétes contigues A B, A C, AD re~
présenteront les trois composantes X, Y , Z.

| [V 1) ' e
Corollaire 11.

44. St le parallélé pip-édga est re'ctaiﬁgulaire >
on aura dans le rectangle A D FG:AF =
A D 4+ A G*; mais dans le rectaﬂgtle ABGC,
ona:A G = A C*+ AB”; donc en substi-
tuant cette valear A G*, onaura: 7
AT =AD'4-AC' 4 AB’;et par con sé'q'ﬁéﬁ’t -

| R*=X*4 Y*4-77.
r |
Ce qui donne R = V X?+ Y*~4-Z* pour la

valeur de la résultante en fonction des trois
composantes.
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4508t Tonveut avoir les trois composantes
en forrction de Iarésultante et des angles qu’elles
font avec elle, en mommant d'abord « Pangle
que la‘résultante R fait avec Ia 'cnﬁipo'SanteX

G'ﬂ aura vISIblﬂﬁlent AF:AB:: 1 cns. €, et

lrl'

par c::mseqflent
R : X 1 EOS. e

PonTon Bict % == B 6. s,

En nommant'de méme g et y les angles que
fa résultante fait reéspectivement avee les compo-
santes. Y et Z; ontrouvera:: Y = R ¢os. g,
A — R{‘DS s dﬂll il suit qu’on trouvera les
valeurs des trois* ‘composantes res[)ectwes, en

muluphant la résultante par les cosinus respec-
53397 BES(L &
tifs destrois aﬂgres que sa duectmn f'crrme avec

fes dtrect]{msﬂe ces cnmpmnte‘s. L

u i '-l.~ J- r\.- ..l.- ..‘ ' I i T & LI ¥ s i 3 -
e L8 My O Y =% ; - L3 1
{ - ‘,—\.- . L | J &

7 Remarqud-r Bt SRTE

“i‘“‘[u-‘ (5 5l P 2 .} 5Bt R BED

46. PUISQU ON & trouvé Rf:: X -+- Y1 ~+— lﬁ

‘ill".rll:l'\...

pectwes R cos. «, R m}s. & . R c{}s. 2 ; On aura:

h

Rhe= B.’- cﬁis. et + ]F{1 cos. | B —|— R*cos.* 9 :

-
-ll L]
[ B — ' r T T— L ] Y L] £k r
i [ L "

ou bleﬁ =

-
Fi oy . r
[ -

e e L i

iy a

R*= R* (cos.” @ 4 c0s.* § o= cositigp)
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d'ou 5 €08.* & = €0s.* § = €08." ¥ == 1

relatmu connue qm a tﬂll]ﬂlll‘s lien entre 1&5
ﬂﬂglt‘ﬁ inm fait une drmte ayvec trois axes rectan-

gulﬂuq.} dans Uespace..

Cﬁm}?osmon er decfomposzrzorz des
WARE Couples.

W = 1' 200

- ] 1r_l.r |
F

47 Pour abreger le discours, nous appelle- Fig. 17.

rons ‘couple Yensemble de deux forces, telles
que P et =P épales, paralleles et contraires y
mais non’ ﬁpphqueﬂ au menie pﬂlﬂl} La per—
pendiculaire commune A B, menée entre’ les
directions des deux fnmes, sera le bras de
levier du couple ; et le produit Px AB de
I'une des forces par le bras du levier, en sera
nommé le niomendt. 3
Quelle que soit Vaction de deux forces telles
que P et —P , sur le corps auquel elles sont
appliquées , nous avens vu (32) que cetteaction
ne peut étre contrebalancée par celle d’aveune
simple force appliquée comme on voudra au
méme corps; et que par eonséquent l'effort d'un-
couple ne peut étre comparé d’aucune mamere
a une sumple force. Pour distinguer cette nou-
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velle canse de mouvement, !qui est en quelque
sorte d’'une nature particuliere, on pourrait
lappeler énergie. Au reste, comme on verra
tout-a-I'heure que Pénergie d'un couple est me-
suree par son moment , on pourra souvent subs-
tituer ce second mot an premier, ou les prendre
quelquefois I'un pour lautre.

La_composition des couples formera, la se-
conde partie essentielle des priﬁtii)es de notre
Statique, et se reproduira dans le cours de cet
Ouvrage presqu'aussi souvent que la composi-
tion des forces. On en verra bientét dériver les
lois de T'équilibre d’une mianiére si naturelle et
si.simple , que I'on nous pardonnera ; d’avoir
paru nous arreter ict a Uexamen d’un cas sin-
gulier, lorsque nous tendions peut-etre le plus:
directement possible vers le buit principal.

Ce que nous allons dire sur les couples est
tout-a~fait indépendant de. Peffet quils pro-
duisent sur les corps ; mais lorsqu’on voudra:
se faire une idée des sens respectifs de différens
couples situés dans le méme plan , on pourra
se repreésenter que les milieux de leurs bras
de levier sont fixes : alors Deffet de chaque
couple sera visiblement de faire tournerle corps
autour du milieu de son bras de levier, et 'on
distinguera facilement le sens des couples , en

distinguant les couples qui tendent a faire




:

DE STATIQUE. 45
tourner dans tn sens , d’avec ceux qui tendent
3 faire tourner dans le sens contraire. Mais ne
perdons pas de vue quil n'y aura réellement
aucun point fixe , & moins (ue nousn’en aver-
tissions expressément , et que I'idée de rotation
qui est purement accessoire , Ne Servira qu’'a
faire image au besoin.

48. Nous avons vu plus haut qu'une force
peut étre transportée en un point quelconque
de sa direction , pourvu que ce point soit lié
au premier d'une maniere invariable : voicl une
proposition analogue pour les couples, quin’est
pas moins remarquable que la premiere, et
dontnous feronsle plus grand usage par la suite.

Lemme.

49. Ux couple quelconque peut étre trans-

porté partout o Fon woudra dans son plan ,
ou dans tout autre plan parallele , et tourné
comme on voudra dans ce plan , sans que
son effet sur le corps auquel il est applique
en soit changé , pourvu qu’on suppose le
nouveau bras de levier invariablement attache
au premier. _

Pour démontrer plus facilement cette pro-
position, nous ladécomposerons en deux autres.

Soit d'abord le couple (P, —P) appliqué Fig. 18.
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perpendiculairement sur A B ; prenons o l'on
voudra, dans le plan de ce couple ou dans wout
autre plan parallele , la droite CD égale et
parallelea A B: joignons AD et B C qui seront
dans un méme plan, et se couperont visible-
mentau milieuI de leurs longueursrespectives;
et supposons enfin les droites A B et CD liées
entr elles d'une maniere invariable.

Sil'on applique sur la ligne CD, paralléle-
ment aux [orces P et —P, deux cou plescontraires
(P, —P"), (P”, —P"), égaux entr’eux et
au couple propose (P, —P ), 1l est évident que
ces deux couples se détruiront d’eux-mémes ,
et que par conséquent 'effet du couple (P, —P)
ne sera pas change ; mais, d'un autre coté, il
est facile de voir que les deux couples (P, —P,)
et (P, —P”) se détruisent aussi d’eux-mémes ;
car le point I étant a la fois le milieu des deux
lignes AD et BG, les deux forces. égales et
paralleles P et P, appliquées sur AD , don~
nent une résultante parfaitement égale et op-
poséea larésuliante des deux forces —Pet —P",
appliquées sur B C. On peut done supprimer
les deux couples (P, —P ), (P*, —P"); et
il ne reste plus que le couple (P, —P') ap-
pliqué sur CD, lequel n'est autre chose que
le couple primitif qu'on aurait pour ainsi dire
transporté parallélement a ses forces, de ma-
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niere que son bras de levier A DB fut venu dans

la position parallele G D.

Soit, en sccond lieu, le cﬂuple (P, —P )Flg 10

appliqué perpendiculairement sur A.B. Tirons
dans le plan de ce couple , sous un angle quel-
conque avec AB, la droite GD=ADB, et
supposons ue ces deux droites se coupent au
milieun I de leurs longueurs respectives, et
soltent invariablement fixées entrelles.

Si I'on applique a angle droit sur GD , deux
couples contraires égaux enir'eux et au couple
proposé (P, —P ), ces deux couples se dé-
truiront d’eux — mémes , et par conséquent
l'effet du couple ( P, —P ) ne sera pas change.
Mais, d'un autre ¢6té,les deux couples (P, —P),
(P”, —P” ), se détruisent aussi d’cux-mémes :
car , avec un peu d’attention , on voit que les
deux forces égales P et —P” qui se rencontrent
en G, donnent une résultante égale et directe-
ment opposce a la résultante des deux forces
—P et P” qui se rencontrent en H. On peut
donc supprimer les deux couples (P, —P ),
(P7, —P7), et1l ne reste plus que le couple
(P', —P") appliqué sur CD, lequel n’est, pour
ainsi dire, que le ecouple primiuf qu’on aurait
tourné dans son plan, de maniére que son bras
de levier A B fut venu dans la position obli-

que C D.
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“De ces deux propositions réunies , on peut
conclure qu'un couple quelconque , sans que
son effet soit changé , peut étre transporté dans
son plan ou dans tout autre plan parallele, dans
telle position qu'on voudra : car on peut d’abord
le transporter paralléelement a ses forces dans le
plan donné , de maniére que le milien de son
bras de levier touche au point donné qu'on
voudra, et I'on peut ensuite le tourner autour
de ce point, de maniere a I'amener dans la
position donnée : on, réciproquement, on peut
le tourner d’abord dans son plan ; de maniere
que ses forces deviennent paralléles aux nou-
velles directions qu'on veut leur donner, et
ensuite le transporter immédiatement dans la
position donnée.

Transformation des Couples, Mesure
de leurs Energies.

Lemme.

50. Un couple quelconque (P, —P ) ap-
pligue sur un bras de levier A B, peut étre
changé enun autre (Q, —Q ) de méme sens,
appligu¢ sur un bras de levier B G different
du premier, pourvuquon ait : P : Q :: BG: ADB,
ou PxAB=QxBC, c’est-a-dire, pourvit
que les momens de ces couples soient egauz.

Prenons
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~ Prenonsen effet sur le prolongement de A B
une partie quelconque B G, et appliquons sur
B C parallélement aux forces P et —P, deux
couples (Q, —Q), (Q, — Q") égaux et con—
traires : leur effet sera absolument nul ; et par
consequent celmn du couple ( P, —P ) ne
sera pas changé. Mais, d'unautre coté, s1 'on
suppose que les forces P et Q, et par consé-
gquent P et Q’, sont en raison imverse des -
gues AB et BC, leurrésultante qui est égale
a P+4-Q', passe en By et détruit évidemment
les forces contraires —P —(Q’ quis’y trouvent.
On peutdone supprimer les quatre forces P, ',
—P, —Q', et1l ne reste plus que le couple
(Q, —Q) appliqué sur BC, lequel remplace
le couple proposé (P, —P ) appliqué sur AB.

Corollaire.
B1. Tr n’est pas diflicile de conclure de la

que les énergies des couples sont proportion-
nelles & leurs moments.

In effet , I'on peut voir d’abord que les éner- Fig, 21.

gies de deux couples (P, —P), (Q, —Q),
qui agissent sur des bras de levier édgaux A B,
CD, sont entr’elles comme les forces P et Q
de ces couples; car si 'on suppose les forces P
et Q entr’elles , comme deux nombres entiers,

D
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comme 5 et 3 par exemple, en partageant
chaque force Pet —P en 5 forces ¢yales , et
chaque force Q et —Q en trois forces dgales
entr'elles et aux premiéres , on pourra consi-
dérer le couple (P, —P ) comme la somme
de 5 couples égaux et de méme sens, appli~
qués parfaitement I'un sur autre , et le couple
(Q,—Q)comme la somme de 3 couples egaux
entr'eux et aux premi@{s , aussi appliqués I'un
sur Pautre. Lies énergteSudes couples ( P, —FP ),
(Q, —Q ), seront donc entr’elles comme 3
a3, oucomme P a Q. Silesforces P et Q sont
incommensurables, on fera le raisonnement
connu , elc.

Maintenant soient deux couples quelconques
(P, —P), (Q, —Q); soit p le bras de levier
du premier , et ¢ le bras de levier du second:
le couple (Q, —Q ) agissant sur la ligne ¢,

est équivalent au couple ( %Q : —EQ) , qul
p.

agirait sur la ligne p; car les momens sont
égaux de part et d’autre , le premier étant Q g,

et le second, —?-Q p = Qg. Ainsi, au lieu des
P | |

deux couples proposés , on a ces deux - ci,

(P, —P) :(qQ ’ ——iQ ) qul ont un MeEme
| P r
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bras de levier p. Mais les énergies M et N de
ces deux couples sont enir'elles comme leurs

forces, et par conséquent l'on a: M:N::P: iQ .
p
ou bien M: N :: Pp:Qg.

52. Puisque les énergies de deux couples sont
entr’elles dans le rapport de leurs momens, il
s’eysuit que le moment d’un couple est la me—
sure de son énergie : car si 'on prend pour
unité d'énergie, celle d'un couple composé de
deux forces égalesal'unité de force , appliquées
sur un bras de levier égal a I'umté de ligne,
I'énergie du couple (P, —P ) au bras de le-
vier p , contiendra autant de fois 'unité d’éner-
gie, que le moment Pxp contiendra le mo-
ment 1x1, cest-a-dire, contiendra I'unité.

Rﬁrnm‘qu&

3. Pour comparer entr’elles les én ergies des
couples, on pourrait prendre aussi, au lieu
des produits Pp , Q g, des forces par leurs
bras de levier rectangulaires , les produits de
ces memes forces par des bras de levier obliques
sur leurs directions. Mais 1l faudrait pour tous
les couples que les bras de levier fissent le méme
angle avec les forces. 1l est clair qu alors les
bras de levier obligques seraient tous propor=

2
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Gonnels aux bras de levier rectangulaires , et
que par consequent les nouveaux momens se-
raient pmpﬂrtimme]s aux premiers.

Nous employerons quelquefo1s cesnouveaux

momens dans la mesure relative de différens
couples ; mais nous regarderons toujours les
auires comme la mesure absolue de leurs

énergies. ,

Campﬂsitﬁon des cauples situés dans
un méme chI.J'Z , OU dans des plans

para [léles.
Theoréeme 1.

54. T.ax 1 de couples que Ponvoudra, SUUES
dans un méme plans ou dans des plans pa-
ralléles , se composent toujours €mn un seul ,
dont le moment est égal & la somme des mo-
mens des couples composans , ou égal a leur
différence , lorsquil y a des couples de sens
inyerse. |

En effet , on peut d’abord ramener tous les
couples dans un méme plan , ensuite ramener
les forces de ces couples au parallélisme , enfin
les changer tous en d'autres équivalens qui au-
raient un méme bras de levier , et alors les
appliquer I'un sur lautre.

Sotent P, Q, R... les forces composantes

des différens couples; p, g, r... leurs bras de
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levier respectifs; et soitDla longueur du bras
de levier commun 4 tous les couples trans-
formés. Au lieu du moment Pp du couple
(P, —P), on substituera le moment équiva-
" lent d’un couple (P, —F"), tel qu'on aunrait
' PD= Pp. On substituera de méme a la place
des momens Qgq, R r..., les momens Q'D,RD..
de couples équivalens; et tous ces couples trans-
formés étant appliqués lun sur 'autre sur le
t  méme bras de levier D, on aura un couple
. unique résultant qui sera :

{(P4Q +R...),— (P*’-}-Q"—i—R’...)}
et dont le moment sera: (P’ Q' +R...) xD,
ouP D4+ QD4R D..=Pp+Qq+ hr.
é Ainsi l'énergie résultante sera égale a la
! somme de toutes les énergies composantes , Ou
| bien 4 leur différence, selon que les forces

¢ P, Q, R'...quiagiront & la méme extrémite
! du bras de levier D, seront toutes de meéme

I sens,ou en partie contraires.

Composition des couples situés dans
i des _pZiI?ZS gzz&fcongzﬂe&.

Theoreme 11.

il

b 55. DEev x couples situes, comme on-voudra, Fig. 22.
dans deux plans qui se coupent sous un angle
i quelconque , se composent toujours en un seul.,

d* 3
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Lt si Pon represente les momens de ces cou=
ples par les longueurs respectives de deux
droites tirees sous un angle égal a celui des
dewvx plans, et qicon acheye le parallelogramme,
le moment du couple resultant sera represente
par la diagonale de ce parallelogramme , et
le plan de ce couple partagera Ifsngf’e gue font
entreux les plans des couples composans ,
comme la diagonale du parallelogramme par-
tage Pangle que font les deux cites adjacens.

Soient en effet les deux couples proposes
situés dans les deux plans AGM, AGN, qu
serencontrent suivant A G et supposonsqu’on
ait d’abord changé ces denx couples en deux
autres respectivement équivalens, qui auraient
un méme bras de levier.

En quelque lien que soit situé le eouple
(P, —P ) dans le plan AGM , on pourra le
ramener dans ce plan a angle droit sur I'inter-
section A G, de maniere que son bras de levier
A B tombe sur I'imtersection A G (49). De
méme, en quelque lieu que soit situé le couple
(Q,—Q) dans le plan A GIN, on pourra le
ramener aussi a angle droit sur la méme inter-
section , et de manicre que son bras de levier,
égal au premier , coincide avee lui en A B.

Alors les deux forces P et Q Eip pliquées en A,
se composeront en une seule R appliquée au
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DE STATIQUE. 55
méme point A, et représentée par la diago-
nale AR du parallélogramme construit sur les
deux lignes AP, AQ, qui représentent les
forces P et Q. Les deux forces —P , —Q appli-
guées en B, se composeront aussl en une seule
—R appliquée en B, parfaitement égale , pa-
ralléle et contraire i la premiere; et 'on aura,
au lieu des deux couples(P, —P ), (Q, —Q),
le couple unique (R, —R ) apphqué sur le
méme bras de levier A B.

Puisque ces trois couples ont un méme bras
de levier, leurs énergies respectives sont pro-
portionnelles aux valeurs des trois forces P, Q, R.

Donc, sil'on représente les énergles des deux

couples composans, par les deux lignes AP, AQ
qui leur sont proportionnelles, I'énergie du
couple résultant sera représentée par la diago-
nale AR du parallélogramme A PRQ cons-
truit sur ces lignes. Or, il est visible que les
angles formés par les trois lignes AP,AQ, AR,
mesurentles angles que font les trois plans: donc
le plan du couple résultant partage I'angle des
deux autres plans, comme la diagonale A R par-
tage 'angle P A Q des deux cotés adjacens A P,
A Q. Donc, etc.

Corollaire.

%

56. Ox pourra donc toujours réduire a yu
&
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seul tant de couples que l'on voudra , appli-
qués a un corps d une maniere quelconque dans
P'espace : car, en les composant snecessivement
deux a deux , comme nous venons de faire, on
arrivera nécessairemient a un couple unique
dont on connaitra le plan et I'énergie, et qu
sera équivalent a tous les autres.

Corollaire 11.

57. On peut aussi décomposer un couple en
deux autres situés dans deux plans donués ,
pourvu que ces plans et celui du couple proposé
se rencontrent suivant une méme droite , ou
suivant des droites paralleles; ( car en trans—
portant le plan de I'un de ces couples paralle-
lement a lui-méme, ce qui est permis (44 ), on
rassemblerait leurs trois intersections paralleles
en une seule ).

Pour opérer cette decomposition, on n’aura
qu a suivre dans l'ordre mverse le procedé que
nous venons de donner pour la composition de
deux couples; ou bien I'on s’y prendra de cette
maniere qui est tres-simple , et dont nous nous
servirons quelquefois.

58. Soit AZ la commune intersection des
trois plans : menons a volonté un plan YA X
qui les coupe suivant les trois lignes respec-
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uves AY, AY, AX; et soit ZAYV le plan

du couple prﬂpt}se.

De quelque maniére que ce couple (P,—P)
01t sitné dans le plan ZA 'V, on peut le plﬂcer
de maniére que ses forces solent paralléles a
I'intersection A Z, et que la direction de I'une

avece

d'elles, comme de
cette méme intersection. Alors la direction de
I'autre force P rencontrera quelque parten B
la droite A V, et l'on aura le couple (P, —P)
appliqué d'une maniére quelconque sur A B,
comme on le yoit dans la figure. Maitenant
formons , suivant les directions AY , A X,
avec. A B comme diagonale, le parallélogramme
BCAD; et 2 'un des angles Cou D, en D
par exemple, appliquons deux forces contraires
P/, —P’, égales et paralleles aux forces P et P
du couple proposé. L’effet de ce couple ne sera
pas changé. Mais actuellement , au lieu du
comple (P —P)appliquésur la diagonale A B,
on peuten considérer deux autres: 'an (P, - P)
appliqué sur le c6té A D dins I'un des plans
donnésZ A'Y : Vautre (P, —P" ), appliqué sur
B D parallélement a Pautre plan Z A X. Or, ce
couple peut étre transporté parallélement a lui-
méme dans ce plan 7, A X, surle c6té A C=BD;
et 'on aura alors , au lieu du couple (P, —P)

appliqué sur la diagonale A B, deux couples
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(P',—P), (P,—P’),composés de forces égales et
paralleles aux premieres , appliqués dans les
deux plans donndés sur les cotés AD, AC.

Remarque.

5g. S1 T'on supposait que le plan Y A X est
men¢ perpendiculairement a la commune in-
tersection AZ des plans des trois couples,
les forces de ces couples seraient perpendicu-
laires aux lignes AY, AV, AX; et comme
ces forces sont égales, les énergies des couples
seraient proportionnelles a leurs bras de levier
AD, AB, AC; et dapres ce que nous venons
de dire , on retomberait sur la proposition preé-
cédente ; n° (55); ce quifournit, comme on
voit , une nouvelle démonstration de cette pro-
position.

Maniere plus simple d’exprimer les Theorémes
qui concernent la composition des Couples.

6o. Au hieu de déterminer la position d’un
couple par celle de son plan, on peut aussi la
déterminer par la direction d'une droite quel-
conque perpendiculaire a ce plan, et que l'on
pourra nommer laxe du couple, Puisqu’un
couple peut éwre supposé appliqué ou l'on
voudra dans son plan, ou dans tout plan pa-
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ralléle , il est visible que 'on connaitra la po-
“sition d’'un couple dans l'espace , lorsque l'on
- connaitra la direction de son axe ; car en éle-
vant o 'on voudra sur cet axe un plan per-
pendiculaire , ce plan pourra étre pris pour
celu1 du couple proposé.
Au moyen de cette remarque , NOuUs €xpri-
merons plus commodément dans le discours

i E |
et dans le calcul , le théoreme que nous venons
" de démontrer , et celul que nous y ajouterons.
. 61 Soit le parallélogramme AL GM, et Fig. 24
. concevons suivant les deux cotés AL, AM,
. et suivant la diagonale A G, trois plans éleves
i perpendiculairement sur le plan de ce paral-
1 lélogramme. Nous venons de voir que sl y a
~ dans les deux premiers deux couples dont les
" momens respectifs soient représentés par les
deux cotés AL, AM, ces deux couples se
, composeront en un seul situé dans le troisieme

plan , et dont le moment sera représenté par
la diagonale A G.

[ Or, s1 par le point A et dans le plan du pa-
i rallélogramme, on tire trois lignes AL/, A G/,
¢ A M, perpendiculaires aux trois lignes respec-
; uves AL, AG, AM, il est facile de voir
que ces trois lignes seront respectivement per-
y pendiculaires aux plans des trois couples,
" quelles feront entr’elles les mémes angles que
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les trois ignes AL, AG, AM, et que par
conséquent, sil'on prend AL’=AL, AG'=AG,
AM=—AM, on formera un parallélogramme
AL/G'M’ parfaitement égal au premier ALGM.

Donc I'on pourra dire , que si deux couples
situes dans deux plans respectivement per-
pendiculaires aux deux cotes d’un parallelo-
- gramme AL'G'M', sont représentés en ener-
gies par les longueurs respectives AL, AM
de ces coiés ; le couple résultant sera situé
dans un plan perpendmu[mr&‘ a la diagonale,
et represente en energie par la longueur A G/
de cette diagonale.

Ou plus mmplemeut : deux couples repre-
sentés , pour leurs axes et pour leurs énergies,
par les deux cotés respecufs AL/, AM d'un
parallélogramme , se composent en un seul re-
présenté , pour son axe et pour son eénergie ,
par la diagonale A G’ de ce parallélogramme.

62. On voit 1c1 par un raisonnement tout-a-
fait semblable a celul du ne. (37), que deux
couples qui agissent dans des plans qui se cou-
pent , ou quine sont pas paralleles , ne peuvent
jamais donner un couple résultant nul, 4 momns
qu’ils ne solent nuls tous les deux a-la-fois.

Remarque.

63. Lorsquz les plans des deux couples com-




i

DE STATIQUE. 61
posans sont rectangulaires entreux, les deux
perpendiculaires A ces plans , ou les deux axes
AL/ AM', sont aussi rectangulaires; et l'ona

e e &

danslerectangle AL/G'M/, AG =AL +AM"
de plus, si 'on nomme a et P les angles que
faitla diagonale A G’ avec les deux coOtés adja—

cents AL’;, AM'; ona AL/ = AG' cos. a,

AM = A G cos. B.

Donc , en désignant simplement les trois
énergles respectives par les lettres L, M, G,
on a pour I'énergie résultante G : G* = LM’

don 6=V I* M , et pour les angles que

son axe fait avec les axes des deux autres

: L
1.=G cos. a, M.=G. cos. # , d ou cos. a== "5
M |
eS: B it
; G

Theoreme 11 1.

64. Trors couples situés dans trois plans
respectivement perpendiculaires aux trots ar-
rétes contigues d’un parallelipipede , et repré—
sentés en énergies par les longueurs respectives
de ces arrétes, se composent toujours €1 un

seul situé dans un plan perpendiculaire a la.

diagonale , et représente en énergie par cette

diagonale elle-méme.
Soit en effet A...G le parallélipipede,

Fig. 2.5,
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AL, AM, AN, les cotés qui representent
a la fois les axes et les énergies des trois couples.

Les deux couples représentés en énergies par
les deux e6tées AL, AM du parallélogramme
ALOM, se composeront en un seul , repré-
senté en ¢nergie par la diagonale A O, et situé
dans un plan perpendiculaire a cette diagonale.
Maintenant ce couple, et le troisieme repré-
sent¢ en energie par A N , se composeront en
un seul , représenté en énergie par la diago-
gonale A G du parallélogramme AN GO , et
situé¢ dans un plan perpendiculaire a cette dia-
gonale. Or cette diagonale est en méme temps
celle du parallélipipede : done ete.

65. On voit encore ic1 , par le méme raison-
nement que celui du ne. (42), que si trois cou-
ples agissent dans trois plans qui forment un
angle solide , ou qui se coupent en un point
unique , ils ne peuvent jamais avoir un couple
résultant nul, a moms qu'ils ne soient nuls
en meéme temps. tous des trois.

Rﬂmarquﬁ.

6G. LorsqQuE le parallélipipéde est rectangu-
laire , en nommant L., M, N, les énergies
composantes , et G I'énergie résultante , on a
manifestement: G* = L*4 M?*> 4 N2, |
Fn déﬁignant Par Ay Jay ¥, les trois a11g]r:s que
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la diagonale , ou plutét que laxe du couple
résultant fait avec les irois axes des couples
€omposans, Ona :

— G cos. A, M= G cos. u, N = G.cos. .

d:’r A
ol :
i M N
Cﬂﬂ.h:E,CﬂE.p_— > COS. ¥ = =

G
Donc s'1ls’agit de calculer lemoment résultant
G des trois momens L, M, N, dont les axes
sont rectangulaires, on aura pour sa valeur,

G=V L4+ M* + N*, et pour les angles
As myv, que son axe fait avec les trois axes
des momens composans :

L
CﬂS.?k. -
V Lt + M 4+ N2,
Cos. p = i .
VL:.__l_ML__i__NL’
CGS. §: === N

V L: - M + N-.

Sl s'agit, au contraire, de décomposer
. B 2 o 7 . - »
I'énergie G d'un couple en trois autres situées
danstrois plans rectangulaires entr'cux,on dont
les trois axes soient rectangulaires , on aura,
pour les valeurs respectives des énergies com-
posantes, L= G cos. A, M = G cos. p "
N= G cos. v; Ay m,v,cétantles trois angles
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que I'axe du couple donné fait avec ceux des
couples composans cherchés,

67. Au reste , nous ne nous arréterons pas
sur ces détails : nous remarquerons seulement
qu’entreles sept quanaités L, M, N, G, cos. 2,
COS. 44 COS. v, O1l & (quatre equations quli sont:
G:=L* 4+~ M* 4+~ N*, L = G <os. &,
M =G cos. uy N== G cos.v, au moyen des-
quelles, connaissant d’ailleurs trois de ces quan-
tites, on pourra déterminer les quatre autres.

Il faut pourtant excepter le cas ot l'on ne
connaitrait que les trois angles 2, wy v alors
on ne pourrait obtenir que les rapports des

énergies L, M, N, G.
ConcLusioN GENERALE DE CE CHAPITRE.

Composiriﬂn des Forces c:z’irfge’es comimne
onn voudra dans [’ espace.

68. SotenT tant de forces que 'on voudra P,
P ,P etc.appliquéesdune maniere quelcongue
dans 'espace , a un corps ou systeme libre.
Je considére d’abord 'une d’elles, la force P,
par exemple, qui est appliquée au poiut b.
Ensuite, au point A , arbitrairement pris dans
Fig. 26. ce corps, ou au-dehors (pourvu qu'on I'y sup-
pose invariablement fix¢ ) japplique deus forces
C@ aLlraires
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contraires P', —P’ égales et paraliéles A 1a force
P. H est clair que je n’al rien changé a I'étar du
systeme. Mais je puis considérer maintenant,
au hieu de la force P appliquée en B, la force
P" appliquée en A, etlecouple (P, —P') agis-
tant sur la droite A B. 81, pour plus de clarté,
on transporte ce couple ailleurs dans un plan
quelconque parallele au sien, il ne restera au
point A que la force P* égale et paralléle i la
force P, et qui n'est, en quelque sorte, que
cette meéme force P qu’on aurait transportée pa-
rallelement & elle-méme de B en A.

Sil'on faitlaméme transformation pour toutes
lesforcesdu systeme & I'égard du méme point A,
1l est manifeste que toutes ces forces viendront
s'y réanir parallélement i elles-mémes, mais
quil y aura de plus dans le systeme autant de
couples appliqués provenans de chacue trans-
formation. Or, toutes les forces appliquées au
pont A se composeront en une seule R, e
tous les couples, en un seul couple (S, —8 )
appliqué sur une certaine droite B C.

Ce quinous apprend que tant de jorces que
on voudra appliquées d'une maniére quel-
conque a un corps , peuvent toujours se ré
duire a une seule force et aun couple unique
lesquels seront en general situcs dans des plans
différens.

L

LF 1g. 27,
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Observons , en passant, que la quantité, la
direction et le sens de la résultante R seront .
toujours les mémes , en quelque lieu qu'on
ait pris le point A. Iin variant la position de ce
point, la résultante R ne fera que se transporter
parallélement a elle - méme en différens lieux
de I'espace ; mais le plan et I'énergie du couple
résultant (S , —S ) changeront nécessairement.

Corollaire 1.

Qui contient les lois de Uéquilibre de tout
systeme libre.

69. Un couple ne pouvant jamais étre tenu en
équilibre parancune simple force dirigée comme
on voudra dans l'espace , 1l résulte de ce que
nous venons de dire qu'il ne pourra jamais y
avoir équilibre dans le systeme , 2 moins que la
résultante R des forces ne soit nulle d’elle-méme,
et que le moment du couple résultant (§, —3)
ne soit aussi nul de lui-méme.
 Ainsi,toutesles forces appliquees au systeme,
étant transporices parallelement a elles-mémes
en un point quelconque du systeme ou de Pes-
pace , doivent s’y faire e¢quilibre entr’elles ; et
tous les couples gu’elles produisenten se trans-
portant en ce point , doivent aussi se faire equi-
libre entr’eux. '
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LRemargue.

7o. TErLEs sont, pour un systéme libre quel-
conque, de forme invariable , lesdeux conditions
d’équilibre néeessaires et suffisantes, ¢ est—a—
dire, sans lesquelles I'équilibre ne pourra sub-
sister , ¢t telles qu'il aura manifestement lieu
s1 elles sont remplies.

Pour développer ces deux conditions, il fau-
dra remonter a la valeur de la résultanie R, et
a la valeur du couple résultant (S, — S ), en con-
servant les lois qui lient la résultante & ses com-
posantes , et le couple résultant aux couples
composans; faire ensuite la force R et le couple
(S, —S ) tous deux nuls , et voir quelles rela-
uons cela établit entre les forces primitives ap—
pliquees au systéme. On obtiendra de cette ma-
niere les conditions de Péquilibre , exprimédes
au moyen des seules forces données immédiate—
ment par I'état de la question, ce gui est la solu-
tion du probléme que nous avions en vue.

Mais tous ces developpemens qui, d'apres les
principes posés ci-dessus, ne sont plus qu'une
affaire de géométrie et de calcul , feront 'objet
du Chapitre suivant.
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Corollaire 1 1.

Qui contient les conditions necessatres pour
gue toutes les forces appliquées au systeme,
aient une résultante unique, lorsqu’elles ne se
font pas équilibre.

71. Toutes les forces appliquées aun systeme
étant ramendes ,ainsi que nous venons de le voir,
aune seule forceet a un couple,supposonsque
cette force R et le couple (S, —S )seréduisent
effectivement A une seule force, ou, si l'on
veut, qu une force unique R’ fasse équilibre au
couple (S, —S8)eta la foree R. |

Puisqu’il y a équilibre entre les deux forces
R, R’ etle couple (S,—S),je dis que les deux
forces R et R’ doivent former un couple con-
traire et équivalent au couple (S, —S ), et
situé dans le méme plan, ou dans un plan pa-
ralléle , ce qui est ic1 la méme chose. |

Car, il ne peut arriver que trois cas : ou les
deux forces R et R’ scront suscepuibles de se
réduirea uneseunle, et alors cette force ne pourra
faire équilibre au couple (S, —S8); ou elles se
réduiront & une seule avec un couple , et alors
ce coupleet le proposé (S, —S ) se réduironta
un seul, qui ne pourra pas étre en équilibre avec '
la force : ou biew enfin, elles se réduiront a un
seul couple, ct ¢’est le seul cas qui puisse arriver:
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I1 faut donc au moins que les denx forces R
et R' forment ensemble un couple. Mais pour
que ce couple fasse équilibre aucouple (S, —8),
il est nécessaire qu'il soit situé dans le méme
plan ou dans un plan paralléle, sans quol ces
deux couples se composeraient toujours en
un seul qui ne pourrait jamais étre nul (62 ), et
1l 0’y aurait pas équilibre. Donc la direction de
la résultante R doit étre paralléle au plan du
couple résultant (S, —S8); et par conséquent,
toutes les forces appliquées au systeme ne pour-
ront jamais se reduire a une seule, a moins que
la resultante de ces forces transportees pa-
rallelement a elles-mémes en un méme point ,
n’ait une direction paralléle au plan du couple
resultant ; et cela, en quelque lieu de Pespace
qu on ait pris d’abord le point oi lon a trans-
porté toutes les forces.

Cette condition est nécessaire, et il est clair
quelle suffit en général; car, & moins que la
résultante R ne soit nulle, on sera toujours
maitre d'appliquer au systéeme une force R’ qui
soit égale , paralléle et opposée a la force R, et

~ quiforme avec elle un couple (R, —R ) de sens

contraire a I'égard du couple (S, —S), et d'un
moment eéquivalent. Cette force estimée en sens
contraire sera la résultante générale.

3
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Au reste, on pourra prendre 1mmeédiatement
cette résultante ; car sila force R appliquée en
A est paralléle au plan du couple (S, —8 ),
on pourra amener ce couple dans un méme
plan avec la force R, et alors les trois forces R,
S et —S étant dans le méme plan se compo-
seront teujours en une seule qui sera la ré-
sultante unique de toutes les forces.

72. Dans le cas ou la force R est ¢gale a zéro,
1l n'y a point derésultante unique. Car toutes
les forces du systéme sont réduites au seul
couple (8, —S ) qui ne peut jamais se réduire
3 une seule force. Ainsi, a la condition précé-
dente qui exige que la force R soit parallele au
plan du couple (S, —S§ ), on pourrait joindre en-
core celle-ci,comme condition particuliere: que
la force R ne soit pas égule a zéro; & moins quiil
n’y ait équilibre, auquel cas la force résultante
et le couple résultant étant tous deux nuls, on

pourrait dire’ qu’il y a une resuliante unique
qui est zéro, et qui a d’ailleurs telle direction et

telle position qu’ﬂn veut dans 'espace.

Rerﬁ;arc]z.ce I.

73. Loryue le couple résultant (S, —8 ) et

Fig. 28.la force R ne sont pas dans des plans paralléles,
il n'y a jamais de résultante unique. Seulement

en transportant le couple (S, —8 ), parallele- =

ment & son plan, on peut amener lextrémité
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B ou C de son bras de levier sur le pomnt A |, et

alors les deux forces R et S appliquées en A se

composent en une seule L' ; et toutes les forces

du systéme sont réduites a deux autres 'I' et —8
non situés dans le méme plan.

Ce qui nous fait voir d’abord que tant de

Jforces que Pon voudra dfr:'gée& arbitrairement

dans Fespace, peuvent toujours se réduire a
deux au plus , non situees dans le méme plan.

Et de plus, que deux forces non situces dans
le méme plan , ne peuvent jamatis avoir de re-
sultante unique ; proposition qu’'on regarde or-
dinairement comme éyidente, mais qui a besoin
d’étre démontrée.

Remarque 11

74.Comme 1l paraitincontestable qu'un couple
ne peut étre en équilibre autour d'un point fixe,
par exemple autour du milieu de son bras de
levier, remarquons cette différence entre 1'é-
quilibre de plusieurs forces appliquées aun corps
assujétl a tourner autour d’un ponit fixe, et
I'équilibre de plusieurs couples qui seraient ap—
pliqués au méme corps.

Dans le premier cas, il n’est pas ndcessaire

qite les forces aient une résultante nulle d’elle~

meme ; 1l suffit qu’elles aient une résultante qui
passe par le point fixe ou elle sera détruite.
A
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Mais dans le second, 1l faut nécessairement
que les couples appligués au corps donnent un
couple résultant nul de lui-méme, comme s'il
n'y avait pas de point fixe dans le corps. Gar , s1
ce couple n’est pasnulde lui-méme,en le trans-
portant, pour plus de clarté , de maniére que
le milieu de son bras de levier vienn2 tomber
au point fixe, 1l est évident que ses deux forces
ne pourront etre en équilibre autour de ce
point.

Et 1l est encore évident qu’elles ne seraient
pas en ¢quilibre, quand bien méme il y aurait
dans le corps un axe fixe, pourvu que le plan du
couple ne passit point par cet axe, oune fiit pas
parallele a sa direction, ce qui reviendrait au
mere (49 ).

Ainsi, lorsque dffﬁ:'rémf couples situes comme
on voudra dans Pespace, sollicitent un corps ou
Systeme assujeéti a tourner d’un point fixe , les
conditions de Pequilibre sont absolument les
mémes que si le corps était parfaitement libre.

Et la méme chose a lieu dans le cas d'un axe
fixe, s1 les couples appliqués sont tellement dis~
posés quilsne puissent jamais donner un cuuplf‘
remlmnt paralleleacet axe; cequi n’arrive géné-
ralement que lorsque tous les couples sont dans
des plans paralleles qui reneontrent laxe fixe
en l¢ coupant.
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| CHAPITRE IL

Des ConpiTions DE L'EQUILIBRE.

5. N ous venons de voir (68)qu’on peut trans-

", former ﬂhaque force P qui agit sur un systéme
en un certain point B, en une autre force P’ Fig. a6.
I éeale, paralléle et de méme sens. appliquée en
. €g5ale, p y appilqg
It g % A e, ] :d 11
un autre pomnt A pris a volonté dans I'espace,
|
1l

et en un couple (P, —P )apphquée sur A B,
et dont I'énergie est mesurée par le moment
PxAl, Al étant une perpendiculaire abaissée
du point A sur la direction de la force P. Que
" de cette maniere, le systeme peut étre considéré
comme sollicité par la résultante de toutes les
i forces qui se seraient en quelque sorte trans—
[ portces parallelement a elles-mémes au point A,
% et par le couple résultant de tous les couples
¢ qui naissent de ces transformations. Nous avons
# vu que pour I'équilibre , cette résuliante et le
k moment du couple résultant doivent étre nuls
« tous les deux a la fois.

s  Nous pourrions développer sur-le-champ ces
¢ deux conditions dans le cas genéral d'un corps
ou systeme sollicité par tant de forces que 'on
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voudra dans l'espace , et déduire dela les con-
ditions de I'équilibre dans tous les cas particu-

liers qui peuvent se présenter : mais , comme

notre marche doit toujours étre uniforme dans

le courant de ce Chapitre, ou plutét comme
elle n'ofirira qu'une méme et continuelle appli-
cation d'un méme principe, nous almons mieux
passer en revue plusieurs questions simples ,
avant que de traiter la question générale. Cela
nous fournira d’ailleurs I'occasion de répandre
plusieurs propositions sur les momens dont on
fait beaucoup d'usage dans la Statique.

Une fois parvenu au Théoréme général de
I'équilibre , on pourra s’y arréter, et l'on y
trouvera comprises toutes les propositions qui
auront éeté précédemment expliquées.

L.

¥
De [equilibre des Forces paralleles qui sont
situees dans un méme plan.

Fig. 29. 76 SoienxT P, P, P, ete. les différentes forces
paralleles. D'un point A pris ou I'on voudra dans
leur plan, abaissons une perpendiculaire com-
mune sur leurs directions, et qui les eoupe aux
pomnts respeciifs B, G, D, ete. .
. Considérant d’abord la force P, applique au
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point A deux forces contraires P, —P , égales
et paralléles & la premiere; amnsi, a1 au lieude

‘Ja simple force P appliquée en B, une force

égale et parallele appliquéeen A , et un couple
(P, —P) agissant sur A B et dont I'énergie est
P A B.Jesubstitue de méme au lieu de la force
P’ appliquée en C une force égale et parallele et
de méme sens appliquéeen A, et un couple
(P, —P') appliqué sur A C et dont I'énergie
en Px A C, de méme pour la force P7, ete.

Si, pour plus de clarté, on transporte tous
les couples ailleurs dans le méme plan, 1l ne
restera au point A que les forces P, P, P, etc.
égales et paralléles aux forces primitives appli-
quées en B, G, D, etc. et de meéme sens.

Or, pour qu’il y ait équilibre , 1l faut 1°. que
la résultante des forces appliquées en A soit

nulle d’elle-méme. Mais , toutes ces forces agis-

sant dans une méme direction, leur résultante
est égale a leur somme ( * ), et par conséquent,
T'on aura:

P4P 4-P'4-ectc. = o0

premiére équation de l’cquilihre.
20, |l faut que le moment résultant de tous
les momens des muples soit aussi nul de lui-

(*) Il faut prendre ce motici et ailleurs , dans le sens
de la remarque suivante (77).
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méme ; mais ce moment résultant est ¢gal a Ia

somme des momens €omposans , puisque tous

les couples sont dans un méme plan. Donc, en
4 f i

nommant pour abregerp s P s P » €lC. les bras

de levier respecufs A B, A G, AD, et

on aura :
PP—%—PIPF +P“ p’+etc.=o0

seconde équation de I'éguulibre.
: Remarque.

77. 1L est clair que dans la premiere équation,
sil’on regarde les forces qui tirent dans un meme
sens comme positives, 1l faut regarder celles qui
tirent dans le sens contraire comme néegatives.
Nous regarderons désormais comme positives
les forces telles que P’ qui tirent au-dessus de
la droite A D, et par conséquent comme nega-
tives les forces telles que P, P'.... qui tirent au-
dessous ; et de cette maniére on pourra dire
que la somme des forces doit étre nulle par
Iéquilibre. |

Pour les signes des momens Pp, P’ p'..... de
la seconde équation, il faut faire attention
sne delaforce ; 2°. au signe

=
du bras de levier. ~

deux choses, 19.au si

Su pposons, en effet, que laforce P sans cesser
g A " - \
d’agir du méme cété du pomnt A, vienne 3
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changer de signe; 1l est clair que le couple nou-
veau qu'elle pmduira al'égard du pmnt A sera
d’un sens contraire a celui du premier : ainsi, le
moment P p change de signe, lorsque la force P
en change.

Concevons maintenant que la force P, sans
changer de signe, vienne a agir au point B’ de
lautre c6té du point A. Il est visible que le
couple nouveau (']u’elle pmduira a I'égard du
pmut A sera d'un sens contraire a celu clu pre-
mier, et par conséquent le moment Pp chauge
de signe , lorsque le seul bras de levier p en
change.

Donc en prenant les bras de levier tels que
AB quisont a droite du point A comme posi-
tifs , par exemple, il faudra prendre lesbras de
levier tels que A B’ qui tomberailent a gauche
comme négatifs; et I'on pourra toujours dire
que la somme des momens doit étre nulle en
donnant des signes convenables aux forces et
aux bras de levier.

Corollaire.

78. Suprosons que les forces P, P', P, etc.
ne soient pas en équilibre , et soit R leur résul-
tante, et par conséquent —R la force capable
de leur faire équilibre.

Les deux équations précedentes devront avoir
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]ILl.l s1 1'on y fait entrer la force —R. On aura

done d’abord:
P P" P’ 4 etc.—R=—96

ogu bien:
R=P- PP ete.

ce qui nous apprend que la résultante est égale
a la somme des composantes , ce que nous sa-
vions dé;ja.
I'n second lien, s1 'on nomme r la distance
de la résultante au point A, on aura:

Pp —+ P p—}-pr +etc.—Rr=o
ou bien :
Rr=Pp—+4+Pp' 4+ P p + etc.

Ce qui nous fait voir que le produit de laré-
sultante par sa distance ra un point quelconque
A pris dans le plan des forces, est égal a la
somme de tous les produits semblables des com-
posantes par leursdistancesrespectivesa ceméme
point. ;
En divisant cette égquation par R ; et mettant
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a la place de cette quantité sa valeur PP’
P” 4-etc., on aura:

___Pp—|—P"p'+ P’ p" 4 etc.
S R R e e

Ce qui donnera la distance de la résultante
au point A , et par conséquent fera connaitre
sa position, puisque l'on sait , d’ailleurs, qu’elle
doit étre parallele aux composantes.

Remarque.

79. Lies produits P p, P p" , ete. sont ce que
'on nmomme ordinairement les momens des
forces ; mais on n'attache pas, au mot de mo-
ment, d'autre 1dée que celle d'un simple pro-
duit, qui résulte de deux nombres dont I'un
exprime la force et I'autre sa distance a un point:
au lieu que le moment est pour nous la mesure
d'une force particuliere, c’est-a-dire, del’énergie
du couple qui provient de la force, lorsqu’on la
transporte parallelement a elle-méme au point
que l'on considére. Mais comme ici, et dans la
plupart des ‘ouvrages de Statique , le moment
exprime une méme quantité numérique , a la
différence pres de I'idée que nous y joignons,
nous avons cru deyolir conserver ce mot qui est
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consaeré par 'usage , et qui rend bien d’ailleurs
notre idée, puisque le mot latin momentum
dou vient moment, signifie, force , poids,
energie.

Au reste, lorsque nous ne voudrons parler
que du simple produit numérique d'une foree
par sa distance , & un point, a un axe perpens
diculaire , ou a un plan paralléle & sa direetion,
nous dirons aussi le moment de la foree par
rapport au pomnt , on a l'axe, ou au plan pa-
rallele : et cela n'introduira aucun équivoque
dans le discours , puisque I'on pourra entendre,
st 'on veut, par ce produit, le moment du
couple qui naitra de la force transportée pa-
rallelement a elle-méme au point, ou sur l'aze,
cu dans le plan parallele. |

De cette maniere , I'équation précédente

Rr=Pp—+4+Pp+ P p’'+ etc.

peut s’exprimer ainsi:

La somme des momens de tant de forces
paralleles gu’onvoudra, par rapport a unpoint
quelconque de leur plan, est égale aw moment
de leur resultante par rapport au méme point;
ce quiest le Théoreme connu des momens,
pour les forces paralleles qui sont situdes dans
un meéme plan,

i




