MEMOIRE

QUELQUES PROPRIETES REMARQUABLES DES
q_UI.HTITti TEASCEXNDENTES CIRCULAIRES
ET LOGARITHMIQUES

pax M. LAMBERT. 9

§. 1.

émontrer que le diametre da cercle n'eft point i 3 circonlérence
comme un nombre entier @ un nombre entier, ¢'cft li ene cho-
fe, dont les géometres ne feront gueres (urpris  On connoir les
nombres de Ludolpd, les rapports trovveés par Archimede, par idetius
etc. de méme quiun grand nombre de fuites infinies, qui roures fe
rapportent & la quadratuce du cercle.  Et fi la fomme de ces foires eft
une quantité ranoneile, on doit affez naturcliement conclure, qu'elle
fera ou un nombre entier, ou un: fraction trés Emple. Car, s'il y fal-
loit une fraétion fort compofe, quelie radon y suroit-il, pourquei
plutdr relle que reile autre guelcongue? Clell ainfty par exemple, que

la lomme de la fuize

g ., & , .3
3 T 5.?+?9+
elt égaie 4 l'unité, qui de toutes les quantités rarionelles eft la plus
fimple. Mais, en omettant alternativement les 2, 4, 6, § &c. rermes,
la fomme dcs autres
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donne l'aire du cercle, lorsque le diametre eft — 1. Il femble donc
que, fi cetre fomme éroit rarionelle, elle devroit également pouvoir
étre exprimée par une fraétion fort fimple, relle que feroit 3 ou $ &e.
En effer, le diametre étant == 1, lerayon — %, le quarré du rayon
—— %, on voit bien que ces exprellions érant aufi fimples, elles n’y
metcent: point d'obftacle. Kt comme i! s’agit de tout le cercle, qui
fait une efpece d’unité, & non de quelque Selteur, qui de fa nature
demanderoit des fractions forr grandes, on voit bien, qu’encore a cet
égard on n’a point fujer de s’attendre & une fration fort compofe.
Mais comme, apres la fraétion } trouvée par 4rchimede, qui ne don-
ne quun a peu pres, on pafle a celle de Metsus, 3§34, qui n’eft pas non
plus exatte, & dont les nombres font confidérablement plus grands, on
doit étre fort porté & conclure, que la fomme de cette fuite, bien loin
d’érre égale a une fraltion fimple, elt une quantité irrationelle.

§. 2. Quelque vague que foit ce raifonnement, il y a néan-
moins des cas ol on ne demande pas d’avantage. = Mais ces cas ne
fonr pas celui de la quadrature du cercle. La pliipart de ceux qui s’at-
tachent a la chercher, le font avec une ardeur, qui les entraine quel-
que fois jufqu’a révoquer en doute les vérités les plus fondamentales
‘& les micux érablies de la géomérrie.  Pourroit - on croire, qu'ils fe
trouveroient fatisfaits par ce que je viens de dire? 1l y faut toute au-
tre chofe. Lt s’agit-1l de démontrer, qu’en effer le diametre n’eft
pas @ la circonférence comme un nombre entier 4 un nombre entier,
certe démonilration doit ére i rigide, qu’elle ne le cede a aucune
démonftration géomérrique. Er avec tout cela je reviens a dire, que
‘bes géométres n'en feront point furpris. Ils doivent étre accoutumés
.depuis longtems 4 ne s’attendre 4 sutre chofe.  Mais voici ce qui
méritera plus d'artention, & ce qui fera une bonne partie de ce Mé.
moire. Il s’agit de faire voir, que toutes les fois gu'un arc de cercle
quelconque ¢ft commenfurable au rayon, la tangente de cet ave lui ¢ft in-

com-
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commenfurtble; & que réciproquement, foute tangente commenfurable
n'eft point celle d’un arc commenfurable.  Voila de quoi éire un pen
plus I‘urpns.. Cert énoncé paroiffoit devoir admettre une infinité d’ex-
ceptions, & il n'en admer aucune, - Il fait encore voir ju(qu’a quel
point les quantités circulaires tran{Cendentes font tranfcendentes, &
reculées au dela de toute commenfurabilité. Comme la démonitration
que je vais donner exige toute la rigueur géométrique, & qu’en ou-
tre elle fera un riffu de quelques autres theorémes, qui demandent 4’8-
tre démonrrés avec tourt autant de rigueur, ces raifons m’excuferont,
quand je ne me hiterai pas d’en wenir 4 la fin, ou lorsque chemin fai-
fant je m'arrérerai A ce qui {e préfentera de remarquable.

§. 3. Soit donc propof€ un arc de cercle guelcongque, muss
commenfirable au royon: & il s'agitdetrouver, /i cet arc de cercle fera
en méme tems commenfurable a [a tangente ou non? Qu'on (e figure
pour cet effet une fraction telle, que fon numérareur foir égal a P'arc,
de cercle propofé, & que {on dénominateur {oit égal  la tangenre de cet
arc. Il eft clair que, de quelque maniere que cet arc & {a tangenre (oient ex-
primés, cette frattion doit étre égale 4 une autre fraction, dent le numé-
rateur & le dénominatcur feront des nombres entiers, toutes les fois:
que l'arc de cercle propofé fe trouvera €tre commenfurable & (a tan-
gente. Il eft clair aufli que cette {econde fraltion doit pouvoir étre
déduite de la premiere, par la méme mérlmde, dont on fe fert en’

arithmétique pour réduire une fraction a fon moindre dénominateur.
Cerre mérhode érant connue depuis Euclide, qui en fait la 2me prop.
de fon 7me Livre, je ne m’arrérerai pas & la démontrer de nouveau.
Mais il convient de remarquer que, tandis que Exclride ne I'applique
qu’a des nombres entiers & rationels, il faudra que je m’en ferve d’'une -
autre facon, lorsqu’il s’agit d’en faire 'applicarion 4 des quantités, dont
on ignore encore fi elles feront rationelles ou non? Voicidonc le pro-
cédé qui conviendra au cas dont il eft ici queltion.

§. 4. Soit le rayon == r, un arc de cercle propofé quelcon-
que — v. Er on aura les deux (uites infinics fort connues

Ll a in
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Comme dans ce qui fuivra je donnerai deux {uites pour I'hyperbole qui
ne différeront de ces deux qu’en ce que tous les fignes (ont pofitifs, je
diftérerai jusques -1a de démontrer la loi de progreflion de ces {uites, &
encore ne la démontrerai- je que pour ne rien omettre de tout ce que.

demande la rigueur géométrique. 1l fuffic donc d’en avoir averti les
Ledteurs d’avance.

§ 5. Orcomme il eft
in o

col v’

nous aurons, en fubftituant ces deux fuites, la fraction

ang v s

1
v — —vd : v — &Kc.
. 2. 3 2.%4:§
tang ¥ —— —— e

I
» 2. 3. 4

Je la poferai pour plus de briéveté

A
tﬂ'ﬂg - i — 'ﬁ';

de forte qu’il foit

A= fn v
B — cof v
Voici maintenant le procédé que prefcrit Euclide.

§.6. Ondivife B parA; {oit le quotient —— (%, le réfidu — R/
On divife A par R’; foit le quotient =— Q, le réfidu — R/,

On divife R’ par R"; foit le quotient == Q'¥, le réfida — R/,

On divife R” par R”/; {ois le quotient —Z Q' le réfidu — R’”. &e.

de
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de forte qu’en continuant ces divifions, on trouve fucceflivement

IES quﬂtiﬂﬂﬁ Q} Qj? Qﬁ' """" Q"j ()j+11 "+1' ot &ct
les réfidus R, R/, R/ . . . . .. - R%,R"™ R*"TI.... &

& il eft clair fans que jen avertifle, que lesexpolans #, » 41, 7 + 2 &e.
ne fervent qua indiquer le quantieme quotient ou réfidu elt celui ou
ils (e trouvent marqués.  Ce qui éeant pofé, voici ce qu'il s'agit de
démontrer.

§. 7. En premier lieu, non feulement gue la divifion peut étre
continuée fans fin, wmais que les guotiens furvront une loi tyés fimp!: e

ce qu'tl fera

Q =4 1:¢,

Q” —_— 3 Y

QN = 4= 5 : v,

QV —m — 7 : v, &e.
& en genéral

Q" =+ (27 — 1) : ¢,

ot le figne —— eff pour expofant n paiv, le figne —== pour I'expofant
n impatr, & que de la forte on auva powr la tangente exprimée par
D’arc la fraflion continue trés fimple
I
e = i —t

iU = 1
§iv — I

70— 1
9 :v— &
§. 8. Enfecond lieu, gue les réfidus R, R, R"" &c. fevont

exprimés par les fuites fuivantes, dont les loix de progreffion font égale-
wment fort fimples:

Ll 3 R/ =
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2 4 ' &
RS e ™ $ oY - — ve &e.
2. 3 2.3.4-5 - 2.3.4.5.6.7 -+
2. L ﬂﬂ "4'. 6 - 1}-‘...1. 6' 8 v
2.3.4.§ ° 2.3.4.5.6.7 - 2:3.4.5.6.7.8.9
4.6.8 & 6.8.10 "
2 ey 2o 9” +2 ----- h —~&e,

V== 8lc.

. R,H ——

&e.
de Jorte que les [ignes des premiers tevmes changent fiivant ordre qua-
ternaive ——— = =, & gi'en général il fiva

I G B TN i CE ST ) S

= 1.2---(2n+41) [.2-%cve- (2n+43)

n-+1 ,
ot 2 (1.2-«-(n41)) pta2 2 (r.2-- (n12)) ntgq
SR =T Gy Tty 0

R z"+1(1,z-*-(ﬂ+:} i+, 2"4-!(
- B TE R (272+5) 1.2 ===~ (27247

§.9. Or pour donner 4 la démonftration de ces théoremes
toute la briéveté poffible, confidérons que chaque réfidu R*** fe

rrouve en divifant par le réfidu R"+', qui lé précéde immédiatement,
Panrepénuitieme R”.  Cette confidération fait, que la démonftration,
dont il sagit peut étre partagée en deux parties. Dans la premiere il

faut faire voir que; /7 deux véfidus R", R*t 'y qui fe fuccedent immedia-

tement , ont la forme que je leur ai donnée, le véfidu g qui-fuit im-
méliatement , auva la méme forme.  Ce qui érant une fois démontré,
il ne refte plus que de faire voir, dans la feconde partie de la démon-

{tration, que lu forme des deux premiers réfidus oft celle quily doivent
avosr,




& =21 %

avoir. Car, de:cette maniere, il eft évident que Ja ferme. de tous les
fuivans s’établic comme d’elle - méme.

§, 10. Commencons donc par divifer le premier terme du ré-
fidu R" par le premier terme du réfidu R"**, afin d’avoir le quo-
tient
Qﬂ'i"': " 2"([.2.3 .- ﬂ) uﬂ—'-]- 2 1.2. 3' -_: - (ﬁ' + I)) uﬂ.‘.:

T 1.2.3---(2n41) "e203c o - (224 3)

_ 2 (n41)v .
(22t 2).(an+3)
E: il eft clair que, le réfidu R étant multiplié par ce quotient

Q"™ = (27 —+3) : v,
& le produit étant fouftrait du réfiduR” il doit refter le réfidu R" 12,

!-I-l(

2n 4 3): v

llE

§. 11. Mais afin de n’avoir pas befoin de faire cette opéra-
tion pour chaque terme (€parément & de nous borner par li 4 une
fimple induétion, prenons le terme général de chacune des fuites

qui expriment les réfidus R”, R"T", R"*? deforte quen prenant le
mtieme rerme des réfidus R”, R”?, nous prenions le (m — 1 )tieme ger-
me du réfidu R""*.  Ce qui étant obfervé, ces termes feront
i m-(m+1).(m$+2)----(n +m—1)v"+: _—
- 1.2.3.4 = =~ = =~ - =~ (2n42m—1)
o 2" e (m A )t 2) e e - () ST
— — 1.2.3.4 =~ = - = = (2n42m41)
N r"+‘-'—— gt (m—1)-m-(m41) - « -« - (n ¥ m) - t.r’i_!'""'"
o 1.2.3.4 =~ = =~ = =« (2n4+m+1)
Or, puifqu’il doit étre
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» — (228 ~t= 3) : v == r'+',
& qu'en effer il eft

- n+l(2?j‘l'3):ﬂ':— 2‘+Hl—" ) (m - -{_ - (ﬂ+m_1)pﬂ+‘“_t
1.2.3 - -~ - - (24 2m—1)
- 2"+".£-m - ==« (n4 m)) T ani3
1.2,3 = ==« (2n42m+1) Ty,
B zn-l-m—"(m--- (ﬂffn—l))uu-i-:m—: ("""1‘1' 2. (ntm).(21n+3)
T 1.2 - - =~ (2mtzn—2) | :n-{-zﬂz).(zr;j-;m-j-x)
. Jum—1 (712 - - (ntm—1)) yg-20m—s (2m—2).(21r + 2mm)
= v . - —
1.2 ~---(2242m—2) (2n 4 2m) . (20 4+ m 4 1)
_ 2" ((m—1).m(m$1) - - - - - (7 + ) o T3
__' 1.2.3 = = = = = = (2n4+m+1) ;
& partant

il ru—f—:‘

On voit, que lcs réfidus R”, R*™" ayant la forme que jo leur ai

donnée, le rélidu R"? aurala mAme forme. Il ne s'agira donc plus,
que de s'aflurer de la forme des deux premiers réfidus R/, R”; afin d’¢-
tablir ce que cette premicre partie de notre démonftration avoit admis
comme vral en forme d’hypothefe.  Et c’eft ce qui fera la feconde

partie de la démonlftration.

§. 12. Souvenons-nous pour cet effer, quele premier réfidu
R/ eft celui qui refte en divifant le

I I r
coflv—1——0v%4 vt - - - ™. w s 8o,

= 2.3 4 I -==22
par le
I I I H'{"'l
finy—y——1v3 )1 PO cla—— —
2.3 t 2.3:.4.§ 1 -~{mtr) .
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Or Je quotient - qui réfulte de la divifion du premier terme, érant
— 1 : v, on voit qu'il (era |

R":co{u———i—.ﬁnm

Multipliant donc le terme général du divifeur,

— : tr"!+',
1.2, - === (m41)
par 1 : v, & {ouftraiant le produit

I
—t p-

— .2 .-~ (m$1)
du terme g#néral du dividende

L
-+ “
o —— L] u - ‘ ;

I-z == = = - m

on aura lc terme général du premier réfidu R/

/ " . ™
¥ —_—

Or (m 4 1) érant toujours un nombre impair,  fera un nombre pair,
& le premier réfidu fera

. 2 4 6
Riz=~— v? vt = vf - &c.
2- 3 + 2- 3.4. s 2 - = = = ?

tel que nous V'avons fuppofé.

§. 13. Le fecond réfida R/ réfulte de la divifion de

I I
fine—v vi 4 v¥—&c-emt= : "
2. 3 2.3. 4.8 1.2+--(—1)
par le premier réfidu que nous venons de trouver
. W
R=— gty
2. 3 2.3.4.5 - LA R L=«-(m+$1)

-Mém, de I" Acad. Tom. XVIL, Mm Or
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Or le quotient qui réfulte de la divifion du premier terme, étant
— = 3 : r, onvoit qu’il fera

R” — fin v — 2 . R

Multipliant donc le terme général du divifeur

— mu®
—tp
(- (m )
-par — 3 : v, & fouftraiant le produit
i 3mym
T oxe e - - s (mtr)
du terme général du dividende
e - y™-t
oo o n = (H;-—l) .
k terme général du {econd réfidu fera
FHF —_ Lﬂ'l--l . amplﬂ-‘l )
S SR (?!I—-I)_I-I*---(ﬂl-i-l)

#*

Subftituant donc pour = les nombres pairs, nous aurons le fecond
refidu
2.4 4.6 6. 8
R/ — = v3 = — U5 —— —? &e.
2.3:4-5 FEEEY. 2---9 o
encore tel que nous I'avons fuppofé.  Ainfi la forme des deux pre-

miers réfidus érant démontrée, il s’enfuit, en vertu de la premiere
partie de notre démonftration, que la forme de tous les réfidus fui-

vans leit également. .

§. 13. Maintenant il n’eft plus néceffaire de démontrer (Zpa-

rément la loi de la progreflion des quotiens Q/, Q, Q' &c. Car
la loi des réfidus érant démontrée, il elt par la méme démontré qu’un

quotient quelconque fera (§. 10)

o 4

—
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S Qn+: —_— (z” —+ 3) + U

ce qui, en vertu de la théorie des fractions continues, donne

I
1:v—I
3:0—1
§:0—1I
70 —I
9:v—1I
11: v — 1 &c

d’ol 'on voit en méme tems, que toufes les fois que Pare v fera égm
a une partie aliquote du vayon, tous ces quotiens feront des nombres en-
ticrs croiffans duns une progreffion arithmeétique.

[Tt voild ce quil faur obferver, parce que dans le théoreme
A’ Euclide cité cy-deflus (§. 5.) tous les quoticns font {uppofés érre
des nombres enriers.  Ainfi jufques la la méthode que prefcric Ew
clide, fera applicable a tous ces cas, oul'arc v eft une partie aliquote
du rayon. Mais, encore dans ces cas, il s’y joint une autre circonftance

qu'il convient de faire remarquer.

tang v T

§.15. Le probleme que propofe Euclide, Ceft de trouver Ie plus
grand commun divifeur de deux nombres entiers, qui ne font pas pyémicrs
entve eux.  Ce probleme eft réfoluble toutes les fois qu'un des réfi-
dus R/, R, R &c. - - - R* devient == o, fans que le réfidu précé-
dent R*** foit égal a l'unité, ce qui {uivant, la 17¢ Prop. du méme livre
n'atrive que lorsque les deux nombre: propofés font premiers entre
eux, bien entendu que tous les quoriens Q/, Q”, Q' &ec. font {up--
{¢s &tre des nombres eatiers. Or nous venons de voir, que cette der-
niere {uppofition a lieu dans le cas dont il s’agit ici, toutes les fois

I L] L]
que — eft un nombreentier. Mais, quant aux réfidus R/, R”, R"” &,
v

il n'y en a aucun qui devicnne —— 0. Tout au contraire, 'en confidé-
" Mm 2 rant
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rant la loi de progreffion des rélidus que nous venons de.trouver, on
voit, que non f{eulement ils décroiffent fans interruption, mais qu’ils
décroiflent méme plus fortement quancune progreflion géomérrique.
Quoique donc cela continue & I'infini, nous pourrons néinmoins y
appliquer la propofition d’Ewuclide. Car, en vertu de certe propofition,
le plus grand commun divifeur de A, B, ¢ft en méme tems le plus grand
commun divifeur de tous les véfidus R, R’; R &c.  Or ces rélidus
décroiflant en forte qu'enfin ils deviennent plus petits qu'aucune quan-
tité aflignable, il s'enfuit que /e pfus grand commun divifeur de A, B,
eft plus petit gi’aucune quantité affignalle ; cequi veut dire qu'il n’y en
a point, & que par conféquent A, B, étant des quantit¢s incommen(u-
rables, /a
A

Iﬂﬂg YV e 'E

Jera une quantité irvationelle toutes les fois gue I'ave v fera une parvtie ali-
quote du rayon.

§. 16. Voili donc & quoi fe borne 'ufage qu'on peurt faire
de la propofirion d Euclrde. Il s’agit maintenant de I'érendre i rous
les cas ou I'arc v eft commenfurable au rayon.  Pour cet effer, &
pour démontrer encore quelques autres théoremes, je vais reprendre
la fralhion continue

1

] s =

tang v —

3:v—1
§:v—1
7:v—1 &C.

& en faifant 1 : ¢ — w0, je la transformerai en
1

tang v " ———
W —1
§w — 1

7w —1 &¢. . §.17.
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§. 17. Or, en vetenant des quotiens w, 3w, §w &c. autant
gi’on voudra on Wauva qu’d en faire la véduftion, pour avoir des frac-
tions qui exprimevont In tangente de v d’autant plus exallement qu'on
aura vetenu un plus grand nombre des quoticns.  Cleft ainfi p.ex. qu’en
retenant 1, 2, 3, 4 &c. quotiens, on trouve les fraltions

1. 3w 1§w? — 1 iosw? — 10w
w' 3wr—1’ 15w3 — 6w 105wt — 45w 4’

§. 18. Mlais, pour faire toutes ces vedullions en ovdre, & pour
démontrer en méme tems la loi de progreffion que ces fractions obfervent,

nous poferons d’abord
I I 1
tfang v == —— —_— T = &c
W—a w—1 ) — ]
3w.— af 3w — I

sw—a'l
. b/ ] I n 2
en exprimant par a, o/, a’/, o' ---.a", a L , @ 2o .. & les

quantités qui réfultent des quotiens qu’on voudra omerttre, de forte
que pour les omettre on n’aura qu'a faire @, 2/, 4", - - - - @* &c. — o.

§. 19. Maintenant je dis, gu’en faifant a" T — o, lafrac
tion qui réfulte de la vedultion des quotiens qu on retient , aura la forme
A — ma®

dans laquelle m, n, A, B ne font point affeiites de a® . Suppofons d’a-
bord cetre forme comme vérirable, & on démontrera fans peine qu'en
retenant encore un quotient deplus, la fraétion qui réfulte de la reduc-

tion, aura la méme forme. Car comme il eft
1

o (22 + 1) w — otV
on n’aura qu'a fubftituer cette valeur dans la forme propofe, & elle
fe changera en |

ﬂll

Mm 3 tang
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A(=n+l)w—ﬂ:-—ﬁ.n"+'
B(a#' + 1) w —m — B.a"t"

Comme cette forme eft la méme, il {uffirade faire voir quelle eft vé-
ritable pour le membre #/, puifqu’alors elle fcra véritable pour tous les
membres fuivans @'’y o'/, a’¥ - - - &c. Or pour le membre o' il eft
4
1

w — I
3w — &
ce qui en faifant la redution donne
3w — o
gw: —1 — wa'’
la forme telle que nous 'avons {uppofée.

tang v —

tang v —

tang S

§. 20. Ayant donc trouvé
A — ma*

A (2n -~ I)w——m—A.ﬂ"+I
B(zn—i—-l)w——m-——-B.a"'_*'*',

tang v T

. L I
fubfticuons encore pour @ ' fa valeur
I
» 1t =41

T (an 4 3) w— o

42!

& nous aurons

o [AGrte—m] (an} 30) —A—[AC2n4yu—m].a"H.
e [B(zﬂ'{" I)W—'F] -(2?1"‘1‘ gﬂ") —_— B—-[B(gu,’_ I)W—-—F]_gﬂ-'-'

§.21. Donc, en faifant dans chacune de ces trois valeurs de

N 1
tang v, égales & zéros, les membres a", a" ', a"* nous aurons

la forme générale des fractions, qu'il s'agir de trouver. .
A




& 279

A
B

AlLCnt 1)w —m
B (22 + 1) w — p’
AGGr+ 1)w—m|.(22+ 3)w-— A
[B(:u-l—:)w-—-p].(:u-l-;w—B'

Ces trois fractions étant pour Pomiffion de 2", 2" ', 2”77, elles

fe fuivent immédiatement, & on voit fans peine gue la troificine Jé
tronve moyennant les deux précédentes, eni forte que fon numératour &
fon dénominateur peut étve calculé feparément. Car le numérateur de
la feconde fraction doit étre multiplié par le quotient qui répond

n"'H, & du produit on f{ouftrair le numérateur de la premiere frac-
tion. Le refte ferale numérateur de la troifieme fraltion,  Son dé-
nominateur fe trouve de la méme maniere par les dénominateurs des
deux fractions précédentes.

§. 22.  Pour avoir maintenant les frallions elles - mémes, on
n"aura qu’a écrire en trois colonnes les quotiens, avec les numérateurs
& les dénominateurs des deux premieres fractions (§. 17.) & les numé-
rateurs & les dénominateurs {uivans fe trouveront par I'opération faci-
le que nous venons d’indiquer. En voici le rype

Quotiens | numérateurs dénominateurs
I - - - - -lw
swi3w - - - ~13W? —— 1
7WlISW* ~—— 13 o - ~l15w? — 6w

gw| 105w} — 10w - -|rO5Wt — 4s5w? 4 »
1w 93swt — 105w =1 | 945wWS — gr0w? 4 15W
&e. | 10595wS—1260w? 21w | 10395W—4725w +210W2 =1

&c &e.

Ce
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Ce qui donne les fractions
1. . 2Y 15w? — 1 1o5w? — 10w e

w’' 3wri—1’ 15wd — 6w’ 1es5Wt —4s5w? 41
dont chacune exprime plus exatement la tangente de v, que celles
qui la précédent.

§.23. Or, quoique moiennant la regle que nous venons de
donner (§.21.), chacune de ces frations peurt étre trouvée par les
deux qui la précédent immédiatement, #/ convicndra, pour éviter enco-
ve ici une ¢fpece d ‘indultion , d’en donner €° d’en démontver | ‘cxpreffion
gé.érale. Commengons d’abord par remarquer, que lescoéfficiensde
chaque colonne verticale {uivent une loi fort figple en ce que leurs
faCteurs font en partie des nombres figurés & en partie des nombres
impairs. Les voici réfolus

Fraftion'Quotient Dénominateur

Ire W
ade §W 3. w2 — 1.1
3me U 3.5.1’33 — 2.3 W

gme | 9w [3.5.7wt — 3. 3. 5 w? 4 1.1

sme | (1w [2--9WS — 4.3.5.7W3 4+ 3. s5W

GIme 13W 3---11W% — §5.3-.9w* + 6. 3. TW? — 1.1
mme | 15w |3ese-13WT—6.3-+-11W% 4 10.5.7.9WI — 47w

&e. &e. &e.
Fraction Quotient] Numérateur

pre I

:_{]E Sw 3w

31111: ~w 3.51&3 w I. I

4me cw |3.5.7w3 — 2. § w

§me 1 1% 13--9!&"" — g 5.71&" + 1.1

&me 13w 3---11W5 — 4. 579w3 4 3. 7 w

~me 15w 3-—--131&*?—5.5--11!04 + 6.}'.9!#_’ s eI
&e. | &e. &e.
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_ §.24. C te obfer 1ation nous fuctlite le moien de trouver pour
une des fraétions queicongue lexpr[fion générale.  Soit propofée la
ntieme de ces frattions, & nous aurons {on

Dénominarteur
w'ﬂ-l
:w"[l.g.j.? ----- (2!:-—-1)] s (271—2).1.3.§.7- === (2n—3)]
"-4
:’"3.4 JG2r—~34). (22 —6) . 1.3.5----- (272 — 5)]
wu-ﬁ z
vy [(22—6) .(2n—8).(2n—10) . 1.3.5--- (22 —7)]
2.3.4.5-
wniﬂ
Eiciian [(21-8).(zn10)(2n12)(2714).1.3.5 7 -- --(22-9)]
— &,
Numérateur
| o w3 o
= [1.3.5.7- - (?.H—Ij,]—-;:—-é.[{_2?2—4}.1.3.5.7 ------ (271—3)]
w"
L [ 6) (21 = ) 1557 e (2 = )]
w" 7 ”
T [k:n——s).(:rz—-—m)(zu-—tz).1.3.5.;r--~--(:n--7j]
w” Y
) - 415'6‘7‘8.9.[(:11-10).(zu-1:).(:::—14}(2::46).1.3.5.7----{:!:-9:]]
— &ec.

Il ne sagit done plus que d Yenr démontrer ! ‘uner [ilite,

§. 25. Cleft ce qui fe fera en forte qu’en admertant cette for-
me pour la #tieme fraltion, on en déduir celle de la (s — 1)rime & de Ia
(2 — 2)tieme, en fubftitvant (# — 1), (# — 2) aulieu dv 2. Eafbire
on procede conformément a la regle du §. 21. en déduifant tan: le dé-

Mém. de ' Acad. Tom. XVIL Nn nomi-
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nominateur que le numérateur de la #tieme fraction, de ceux des deux
fractions précédentes tels qu'on vient de les trouver par la premiere
opération.  Er par 1a on doit reproduire la forme de la ##ieme fraction,
telle que nous venons de la donner.  On voit bien que ce procédé
aboutir 4 érablir, que fi deux fraétions qui fe fuivent immédiatement
ont ceite forme, celle qui les fuir, I'aura également, & que par con-
{¢quent, les fractions de la table précédente, qui font les premicres,
ayant cette forme, il s’enfuivra, que toutes les fuivantes Pauront

également,

§. 26. Sidonc, pour abréger cette démonftration, nous vou-
lons nous en tenir au terme général, il faudra néanmoins calculer fé.
parément celui du numérateur & celui du dénominateur, ne fut-ce
que pour fimplifier le calcul.  Car du refte 'un & Pautre fe calculera
fuivant la méme regle (§. 21.).  Commengons par le dénominateur,
& en prenant le mieme terme de fon expre(lion générale pour la stiewe
fraction, il faudra également prendre le z#ieme terme pour la (77— )rieme
fraction , mais on ne -prendra que le ( — 1)fime terme pour la
(7 — 2 #ieme fraltion.  On voit qu’il faut en agir de la forte par rap-
port aux dimenfions ou aux expofans de la lettre w.

§. 27, Or le mtieme rerme de la wtiene fradtion pour le dénomi-

nateur cft
w"” " [(20-2m)2).(2n-2m).(20-2m-2) - == - (20-4m16)] . [1.3.5 - - -(202-2mh)
M— _ 2).(2 - (2 [1.3.5 -=-(21-2mh1)]
o IeDi3eifs§ = = = n i - (2m — 2)
d’olt, en fubftituant (7 —1) au lieu de #, on trouve le mtieme terme
de la (# — 1 )rieme fraction
M""‘"w“ amil [:,: 2- 2m)(292- 298 - 2)reene- (2n-4m1 4.‘] L1.9.0avwas (272-2m-17]
_ 1.2. 304§ = = = = - = (2t — 2)
Er en fubftiruant (# — 2) au lien de #, & (m — 1) au lien
de e, on reuve le (m" — ]}”‘M‘*‘ terme de la (H T g;rirme

fraction.

M//
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M”_wu-:mi-!_ [(an-2m).(an-2m-2)ee---Lan-gmt6)] . [ 1.2.5 ceweela-2m 1))
_' 1.2.3.4.§ ===~ = = (am — 4)

Or par la regle du §. 21. il doit ére

M—@Gn—1w.M —M

ce qui fait que nous pourrons débarraller ces trois expreffions de tous les
fatcurs, qui leur fontcommuns, en les pofant == P. Parlinous aurons

P. w. (2n am ——2) . (2n— 213 1)

-t M= (zm—12) . (2m—3)

P.(2n — 4m - 4)
[ —
& b (z2m—12).(22 — 3)

— Ml — P . w.
Ou en faifant

P ——
(2m—2z2). (am—13) X

il fera
G M = Quw . (272 —2m + 2). (22— 2m + 1)
~— M/ = Q . (20— g4m + 2)
— M = Qu . (2m — 2) . (2m — 3).
De la, en multipliant altuellement, on aura
(2n—1)w N = Qu.{(gn* —§mn L 6n+ 31— 4)

— M7= Quw.(gm® — 10m -~ 6):

donc
(ue—1)eN =M= Quw (4n* — 8nm+ 6 4 gm* —6m + 2).

Mais il eft aulh
M—Quw.(2n—2m42)(20-2mt1) = Que(412-8unmit6ii ym? -Gt ),
Donc ces deux valeurs érant les m&mes, on voit qu'il eft
M= Gz —1)w. N — N,

Nn 2 &
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& que par cnnﬁquent la forme, que nous avons donnée su terme gé-

néral eft telie qu’elle doit étre.

§.28. Paffons maintenant au numérateur. Le mtieme terme du
nusnérateur de la zieme fraltion doit ére

w3t [(am-2m).(2n-2m-2)...... (2n-4mt4)].[1.3.5.00..(22-2m11)]
102.3:4F o o s o v oo (2m — 1)

d’otr, en {ubftituant (# —1) au lieu de #, on aura le méme m?ieme er-
me pour la (# — 1 peme frattion,

+N=

+N‘,_w"'=’". [((2n-2m-2).(2n-2m-4).....(2n-4m 1t 2)].[1.3.5......(2%n- 2m 1))
o -2k 5 5 5 s o0 9 (2m — 1)
Er en fubftituant (# — 2), (m — 1), au lieu de #», m, on aura le
(e — 1 )rieme terme de la (» — 2)rieme frattion,
N”_ g omt [(2n-20m “) (214-"15-4) ..... (2n-3mt4)].[1.3.5.. ver(212-2m-1)]
2.3.4:5 + 00 0 s o (22 — 3)

Donc, en pn[‘ant les falteurs communs a ces trois expreflions — P,
nous aurons

__Pw . (22— 2m) . (2n 2m —— 1)
eak o= (2m — 1) . (2m — 2)
. P.(22 — gm 4+ 2)
7 -
-+ M= (2m—1).(2m —2)
— N — Pw,

ouen faifant P —= Q . (2w —1).(2m — 2), il fera
4+ N =Quw.(@2s—2m). (22— 2m 1)
de N/ = Q, (zn — gqm - 2)
— N/ — Quw.(am — 1) . (2m — 2)
Mais il doit étre
W — (an — 1)w . N/ — N

donc
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donc, en fubftituant les valeurs trouvées, on aura

(2n—1)w N = Qu . (4772 — 8nm + 2n + 4m — 2)

— N/ = Qu (4m* — 6m - 2),

donc

(22 —1)w N/~ N"—=Qu (4u*—8nm + 2un + 4m* — 2m).
Or la méme valeur réfulte de

N—=—@Gr—m.(@Gnr —2m —4+1). Qu.
Il s’enfuit donc de la, que la forme du terme général eft telle qu’elle
doit érre.

§. 29. Reprenons donc les expreflions géncrales que nous
avons données au §. 24. & divifons celle du dénominateur par f(on
premier terme, & nous aurons la fuite

S w? 20—2 wt (2n—4).(2172—6) wé (22-6).(2n-8)(2n-12
2 2n—1 2.3.4 (2n—1).(272—3) 2.3.4.5.6 (2n-1)(2a2-3)(2n-5)
+ s (2n—8).(22—10).(2n—12).(21—14) &
; : ' — &e.
2.3.4.5.6.7.8 (2n—1).(2n—3).(2n2—5) (2n—7)
ce qui, en {ubftituant v == ="', & en polant » ——= o0, donne
.pi ﬂ* y©
1 — - — - &ec.

I
3 2.3. 4 2.3.4.5.6
qui eft le cofinus de », & par conféquent le dénominateur dont nous
nous fommes fervis (§. §.) pour trouver les quoriens w, 3w &c.

§. 30. Divilons encore Pexpreflion générale du numérateur
(§. 24.) par le méme premier terme du dénominateur, & nous au-

rons la (uite

S w3 2nm—4 S (22—6). (20—28)
2.3 2u—I 2.3.4.§ (27—1) . (22— 3)
w'? (22— 8) . (22 —10) . (21— 12)

g E————

:,3_4.5.}:7'(2::—-1) »(2n=3) . (28— 5)
-+ &e. Nn 3 Ce
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Ce qui encore donne pour » == 00, la fuire

S R 2 s
ﬂ ——— I‘F — &Cl
_ 2. 3 2.3.4- §

qui eft — fin v, & partant le numérateur, dont noiis nous fom-
mes fervis §. 5.

§. 31.  On voit encore par la, gue, quelque grand que puiffe
étre le premicy tevine des denx formules géuérales (§. 24.) le fecond ter-
ey &5 encore plus les fuivans, fevont non feulcinent plus petits , mais mé-

: I, 1 1 & ) .
me plus petits que ln - ' : &’e. partie du premicr terme,
2% 2.8 2,3 4
Mais, en fubftituant pour # f{ucceflivement 1, 2, 3, 4 &c. dl'infini, Z
pretuer terme, comme ¢rant le produit d’autant des nombres impairs 1.
3.§.7XC, croitra plus fortement g aucune progy ¢fion gewmditrigue croitffan-
te; onvoit encore gue, quoique le 2,4,6 S'e. terme foit fouflraltif, cela
::‘wupfl'f‘w pas que la fomine des tevines we cvoifl? plus fortemert qu aucu-
s progrefficn géomitrique croiffunte. Etc’elt ce que yobferve ici, par-
ce que jen ferai ufage dans la fuite de ce Mémoire.  En voici dabord

un, qui fe préfente.
§. 32, Il sagit de déterminer ln loi, fuivant laguclle les fractions

-
: L A - ! &e.

)
W
p swochent de la vileur de la tangente ? Pour cet effet, nous n’aurons
qu’a {oultraire chacune de celle qui la fuir, & les réfidus feront

I I &
;ﬂ.(gw“ — 1:)’ (302 — 1) . (1523 — {,w)’ o
Ces réfidus font voir de combien chacune des fractions eft plus gran-
de que celle qui la précede.  Mais faifons voir généralement gue tous
les nmicvateurs font == 1, & que tous les dénominateurs font le pro-
duit de ccux des deux fraltions dont ces veéfidus marquent la diffévence.

§33.

F 3 )
Jw—1 15w’ — 6w
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§. 33. Pour cet efter, nous reprendrons les trois formules gé-
nérales que nous avons données au §. 21. & qui font

A
B?
A(zn 1) w—m
B (2n —~= 1) w— p’
[ACz2n+1Dw—m] 224 3)w—A
[B(ze—+1)w—p) (2o —+3) w—B’
Or, fouftraiant la premiere de la feconde, le réfidu fera
. Ap—Bm -
— B.[BGa—41)w—p]
Mais le numérateur de ce réfidu eft le méme qui réfulte de la fouf-

traétion
A ‘m __ Ap —DBm

— | —— s—

B p  B.p
01-—:';';E érant la fraétion qui précéde la fration %—, on voit que le

numérateur de tous ces réfidus eft le méme, & que le dénominateur
et le produit de ceux des fraltions, donr ces réfidus marquent la dif-

f & ] . IH
férence. Donc, 2 commencer d’une des fraltions — quelconque, les

P
réfidus feront

1 r _  _a
p.B’ B[B(2n —41) w — p] .

§. 34. Obflervons maintenant, gue tous ces vifidus étant ajou-
tés @ la promiere fraélion, giton met pour bofe, la fomme exprimera
toujours la tangeate de v, de forte qgi’en general il fera

tang
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. m I \ I : | -
mgv_';_l_ﬁ.ﬂ-' B.[B(:;—l—l_}w—p]—‘—&c'

& par conféquent

I

I I
tang v — o -t o I (3w2-1). (153~ 62

w (3w? —1)

+ &e.

A = ; —~— &ec.

t‘ﬂﬂgff: awg_} (3“,‘1 = l) (Ij‘w-" — 61&)

I§W= et I
15w3—6w + (Isw’*-Gw)_(igjwt‘”w:fj + &ec.

tang v —

&c.
On vcit donc par ce que nous avons dit (§. 31.) gwe toutes ces fuites

Jont - plus convergentes, que ne Ueft aucune progrcffion géométrique de-
— w — 1, & lartangente de cet arc fera

croiffante. Soit p.ex. ¢+ T— w T
= LSTA0TIA w2 x T
I 1 I
= - +
+ 1. 2 l G. 61 61. 540 . §40. 58?9 +
I I
i &e.
§879.75587 75587. 1147426 —+

Et pour tout arc ¥ < 1, on aura une fuite encore plus convergente,

'§. 35. Faifons maintenant w —w: Q, v = Q: w, de forte
que (), w foient des nombres entiers quelconques , premiers entre eux.
Nous n'auvons qu'a fubflituer ces valeurs, & il feva

.

3w — 00
jw — QD
7w — QD
9w — &Kec.

§. 36.
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§. 36. Enlfuite les fralions approchantes de la valewr de tang.
)

— feront
= /e

® 3w® 15w’ —@? 1o5w’Q—r1owp?

w’ 3= 15wI—6D%w 105wt —45wiD? +
de forte que deux de ces fractions quelconques, qui fe (uivent immé-
diatement, ¢Crant

% &c.

7
p ]
A
Er
celle qui leur fuccede fera
A(zn 4= 1) w — mQ*
B{(zn <4+ 1) w— p@*’
§. 37. Enfin les diffévences de ces frallions fevont
m] @I
w(3e®—0?)’ (3w*—9?) . (5w’ — 6wp?)’
£7 la
o_0, 0 ;

lﬂng‘; - + w(3wi—?) +(3m:_®1).(1 sw;_ﬁ'-ﬂ@!) + &e.

Or je dis que cette tangente ne fera Jimuais commenfurable aa rayon,
guels gic [futent les nomlbyes entiers w, (.

&e.

§. 38. Pour démontrer ce théoreme, pofoas

M
tang —{;l e ?,

de forte que M, P, (vient des quantités exprimées d'une facon quel-

conque, méme, fi I'on veut par des fuites décimales, ce qui pourra

toujours fe faire , encore que M, P, fuffent des nombres entiers, car

Mewm. de I Acad. Tom. XVIL Oﬂ on
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on n’aumit'qu’& multiplier Fun & l'autre par quelque quantité irratio-

o

nelle.  On pourra encore, fi l'on veut, fuppofer, M — fin =y

P — cof -g, comme nous I'avons fait ci-deflus (§. 5.). Er il eft

clair que, quand méme la tang g (eroit rationelle, il n’en feroit pas
toujours de méme du fin — & du cofl g
G

§. 39. Or la fration
M
P

. (o :
exprimant exactement la tangente de —3 elle doit donner tows les

quotiens w, 3w, 5w &c. qui dans le cas préfent {ont

w o \3% e &e.
+fp} ®J+¢I ®1+ <

§. 40. Enfuite, fi la tang % eft rationelle il eft clair, que M
fera 3 P comme un nombre entier 4 @ un nombre entier 7, de forte
que fi w, 7, {ont premiers entre eux, il fera

Mip=Pieg =D,
& D fera le plus grand commun divifeur de M, P.  Et comme il eft
réciproguement
M:D =g,
F i P=r,
on voit que M, P étant (uppofées étre des quantités irrationelles, leur
plus grand commun divifeur fera pareiliement une quantité irraticmel-

le, d'autant plus petite, plus les quotiens , 7, feront grands.
§- 41.
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§.41. Voild donc les deux fuppofitions dont il faudra faire voir
Pincompatibilité.  Divifons d’abord P par M, & le quotient doit étre
— w: @ Maiscomme w : @ eft un nombre rompu, divifons p P
par M, & le quorient w fera @tuple de w: ®. Il elt clair gu'on pour-
ra le diviler par @, quand on voudra,  Ici nous n'en aurons pas be-
foin, puisqu’l nous fuffit qu’il foit nombre entier.  Aiant donc, en
divifant QP par M, obtenu le quotient w, foit le réfida — R/, Ce
réfidu fera pareillement Quple de ce qu'il auroit €té, & ceft dequoi
nous tiendronscompte. Or,commeileft P: D —— 7, nombre en-
tier, il fera encore QP : D == @ =, nombre entier. Enfin encore R/:D

{era un nombre entier. Car, puilque
oP — wM —~- R/,

il fera
QP _ oM g_f
D T D D’
Mais
QP : D == ¢,
wM: D == wp,
donc

R/
Q7 = wp - ‘ﬁ:
ce qui donne
R/
D
que tous poferons — #/; de forre que
R/
D

Donc le réfidu de la premicre divifion aura encore le divifeur D, qui
eft lc plus grand commun divileur de M, P,

§. 42. Paflons encore a la (econde divifion. Le réfidu R/
érant Quple de ce qu'il feroit {i on avoit divifé P, au licu de QP, par
Qo 2 ‘ M,

— @7r — wp = nombre entier,

il
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M, il faudra dans eette {econde divifion y avoir égard, en divifant
O M, au lien de M, par R/, afin davoir le fecond quotient, qui eft
— 3@ : . Mais, pour éviter encore ici le quotient rompu, divi-
fons @*M par R/, afin d'avoir le quotient 3w, nombre entier. Soit
le réfidu — R”, & il fera

¢*M — 3wR’ -~ R’
donc en divilant par D,

D — D D
Mais il eft
T M
o Dh — @*m = nombre entier,
R/ :
3%_ — 3w/ — nombre entier,
donc

R//
Qtm — 3wy D

ce qui donne

R% :
v — Q*m — 3wy’ == nombre entier,

que nous poferons —— »*/, de forte qu’il {oit

R/

-f)- e ?'f’.
Donc le plus grand commun divifeur de M, P, R/, Teft encore du fe-
cond réfidu R”,

§. 43. Soient les réfidus fuivans --- R/, RV « - . . .. Re,

R"*' R"* ..., quirépondent aux quotiens QIPples - - 5, 70+ =s-
(22 —1)w, (21 + 1)w, (284 3) w---, &il Sagit de démon-

rer
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trer généralement, que fi deux réfidus quelconques R”, R"+!, qui
fe {uivent immédiatement, ont encore D pour divifeur, le réfidu fui-

vant R*"* laura également, de forte que fi, en faifant
BY: [) = gt
mi1 —_— N1
i R s B == T,
»" #" " font des nombres entiers, on aura encore

3

e o I — 1
R T A o= SR
nombre entier. Voici la démonftration.

§. 44. En divifant 2R” par R"*", Je quotient fera (27 +1)w

: =42 .
— nombre entier, & le réfidu étant — R"™ 7, il fera

O*R* = (27 4 :)w . R"T! - R"*?,

donc en divifant par D,
0:.R* _ (27 4 Dw.R"" R
Mais il eft
- R A g |
Q‘;— — @?*r* — nombre entier,
(272 + 1) w.R"!
D

— n-+1 .
= (27 + 1) w "' — nombre entier,

donc
RH 42

O =(an+)w. " o
ce qui donne
R"* +
D :@'.r"— (2n41)w. r"_ ~'=— nombre entier —— s .
Et c’eft ce qu'il faloit démontrer.

Oo 3 §. 45.
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§. 45. Or nous avons vu que »/; #// {ont des nombres en-
ders (§. 41. 42.) donc aufli #///, ¥V, --... r® ... &ec. a linfini (e-
ront des nombres entiers. Donc indifféremment tous les réfidus R/,
R/ R....R".-- &c. & linfini auront D pour commun divileur.
Trouvons encore la valeur de ces réfidus exprimée par M, P.

§. 46. Pour cet cffet chaque divifion nous fournit une équa-
tion, en ce quiil eft
Rl — P — wM,
R — ¢=M — SW-RI,
RHI s @ER" —_— W, R”,
&e.

Mais obfervons que, dans le cas dont il s’agit, les quotiens w, 3w,
s w &c. fonr alternativernent pofitifs & négatifs, & que les fignes des

réfidus fe fuccedent dans 'ordre —— =— —}= —4—. Par lices équa-
tions {e changent en

Rl —= oM — @P,
RY — 3wR/ — @M,
R/ — swR! — @R/,
RV — »wR“ — @2R”,
&e.
Et -en général
R\ — (2n — 1w . R*H O2R".

Dot 'on voit que chaque réfidu- fe trouve, moiennant les deux précé-
dens, de 1a méme maniere que les numérateurs & les dénominateurs

des fraltions approchantes de la valeur de rang = (5. 36.)

§. 47. Faifant donc les fubftitutions que ces équations indi-
quent, afin d’exprimer tous ces rélidus par M, P, nous aurons

Rf
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R/ — oM — @P,
RY — (3w? —@?) M— 3w .P,
RV — (15w — 6wd?) M— (15w°Q0— @3) P,

&e.
Et ces coéfficiens de M, P, étant les numérateurs & les dénomina-
teurs des fractions trouvées ci- deffus pour la tang —E (§. 36.) on
voit encore qu'il fera
M _S_R
P w  wpP’
M 3wd RY .
P 3w — @? T (3w? — 0?).P’
M lsf-ﬂ’¢“®’ . R/
P 15w’ — 6wd? = (15wd—6wd?)P’
&ec.
§. 48. Maisil eft
M
P — tang Q.
Donc (§. 37. 34.)
M fp___ ®? ®s
P~ w aGe—07) T o' —¢7) - (rsw —6wg) T &
M 3w Q0 O°
P 2 2 — 2 2 2 &E.
P 30— (3w —@).(15w3—6w©)+
&e. '
Donc
R/ Q3 oS

PG+ Ge—07). (5w —6wpr) T &©

RH
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Rﬂ . ®5 —'-
W-@I)P—(gmi — Q%) _'—(';jmj — Gm@_l) - &c.
R/ 0’
11 2p — 3 T — + &e.
(15w —6w@?)P ™ (15w3—6wd?).(1osw*— 45032 +0*)
&e.
Ainfi tous les réfidus {e trouvent moiennanr la fuire des différences
. 37.)
tan 9_0 L ~— s e
5w w 30—P?) " w?—@?) (15w?—6wP?)
®?
-+ (15w3_ 6m®2) (IOSM*—+jw‘@‘+E
—+- &ec.

en omettant 1, 2, 3, 4 &c. des premiers termes, & en multipliant la
fomme des {vivans par le premier facteur du dénominatcur du premier
terme qu'on retient, & par P.

§. 49. Or cette fuite des différences eft plus convergente que
ne l'eft aucune progreflion géométrique décroiffante (§. 24. 35.).
Donc les rélidus R/, R, R &e. décroiflent en (orte qu’enfin ils de-
viennent plus petits gu'aucune quantité allignable. kKt comme chacun
de ces rélidus, aiant D pour commun divifeur, eft un multiple de D,
il s’enfuit que ce divifeur commun D eft plus perir qu'aucune quantiré
aflignable,, ce qui fait D — o, & emporte la conféquence, que (M:P)
eft une quantité incommenfurable i I'unité, ou irrationelle.

§. 50. Donc toutes les fors qu'un arc de cercle — -g Jfera com.

menfurable ou rayon == 1, ou rationelle, la tangente de cet arc fera
wune ymmrm‘ incommenfurable au rayon, ou irvationelle. L. .ciproque-
ment aucune tangente rationelle n'cfl celle d'un arc rationel.

§. 51. Or la tangente de 45° érant rationelle, en ce qu'elle
eft égale au rayon, il s'enfuit que l'arc de 45° dégrés, & partant
aufli



=

® 207 @

auffi larc de 90, 180, 360 dégrés, eft incommenfurable au rayon.
Donc /a circonference du cercle w'efl point au diametve comme un nombre
eniier a un nombre entier.  Voild donc ce théoreme en forme de co-
rollaire d'un autre théoréme infiniment plus univerfel,

§. 52. [En effer, c’cft précif€ment cetre ablolue univerfalicé,
dont on peur avoir licu d'étre furpris.  Outre qu'elle nous fait connoi-
tre combien les quantités circulaires font tranfcendentes, elle nous
fait encore voir, que les tangentes vationelles & les arcs rationels ne
Jont pas diftribués par toute la civconférence du cevcle, de facon comme
s'tls ctotent jettés au hamard, mais qu'il faut gi'il 'y trouve un certain
ordre, & que cet ordre les empé he de fe vencoutrer jumais.  Cet ordre
mérite, fans contredit, d'étre connu plus en dérail.  Voions donc juf-
qu'ou il fera poflible d’en dérerminer les loix. Clelt 4 quoi aboutiront
les théoremes fuivans.

s3. D’abord on fait que, dewx tangentes étant vationelles, In
tangente de li fomme & celle d: la différence de leurs arcs font également

rationelles, Car il eft

t t D
- ek = ELLE

t — T
tang (w — Q) = 1 —:J‘ — -th@'

§- 54 Delail fuit, gu’une tangente tant vationelle, la tam-
gente d’un multiple quelcongue de fon arc fora €galement vationelle,

§. 55. Mais au contraire, une tangente étant rationclle, aucune
partie alijuote de fon arc waura une tangente rationelle,  Car P'arc pro-
pofé étant multiple de chacune de fes parties aliquotes, il eft clair
que f{a tangente feroit rationelle, fi celle d’'une de fes parties aliquotes

éroit rationelle (§. 54.).
§. 56. Stlatangente de chacyn de deux avcs commenfurables en-
tre eux efl vationelle, la tangente de la plus grande commune mefure de
Meéws. de I’ Acad, Tom, XVIIL PP ces
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ces deux arcs fera fgalement rationelle.  Soient w, @, les deux arcs pro-
pofés. Or, étant commenfurables, il fera w 4 () comme un nombre
entier 7 a un nombre entier #.  Soient ‘ces nombres 7, 7, premiers
entre eux, & l'unité fera leur plus grande commune mefure. Fai-
fant .donc

w = m,

P — n,
& P'arc ) fera la plus grande commune mefure des arcs w, . Or je
dis que la rang  fera rationelle.  Soit 7 > #, & en fouftrayant 7 de
m autant de fois qu’il fe pourra, foit le dernier refte —= », toutes les
tang (m —n) b —t(w—Q), tang (m — 22Y) — t (w — 2Q), &e.
tang »y, feront rationelles (§. §3.). Souftraiez » de » autant de fois
qu’il fe pourra, foit le dernier réfidu == #’. Souftraicz encore #/ de
» aurant de fois qu'il {e pourra, foit le dernier réfidu »/ &c.  Et en
continuantde la forte, vous parviendrés a un réfidu = 1, les nombres
m, n érant premicrs entre euX. (Euclid, Pr.1 Live. VIL) Mais par le
§. 5 3. toutes les tangentes

t(m—n)b,t (m—22)y - - - - tri,

(=) Yyt —2r) Y - - - . 22,

t(r— M db,t (=24 - « - < g,
&e.

- S )

feront rationelles. Donc &ec.

§. §7. Toutes ces rangentes pouvant érre trouvées par les
tang w, tang @, fans qu'on en connoifle les arcs (§. 53.) ileft clair que
de cette maniere deux tangentes rationelles quclcongues érant données,
on trouvera fi leurs arcs fout commenfurables entre eux? Mais fi les
arcs ne le {font point, le travail feroir fans fin.

§. 58. Deux parties aliquotes d’un arc quelcongue atant des tan-
gentes vatisnelles, je dis que la tangente de la plus grande commune me-

Jure de ces deux parties aliguotes fera paveillement ratiouelle. Ce théo-
reme
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reme {uit immédiatement du précédent (§. §6.). On n'aqu' fe (ou:

venir, que deux arcsw, @, qui font des parties aliquotes d’un arc A,
font commenfurables entre eux.

§.59. Delaméme maniere, f7 autant de parties aliguctes d’un
ave A, que lon voudra, ont des tangentes rationelles, la tangente de
Parc, qui ¢ff la plus grande commune m3fure de ces parties oliquotes,
Jeva également vationelle. Qu'on prenne deux de ces parties aliquotes
w, @, & foit leur plus grande commune mefure — ¢, & la tang
fera rationelle (§. §6.58.). Mais  érant partie aliquote des arcs w, @,
qui font parties aliquotes de I'arc A, il eft clair que  fzra partie ali-
quote de I'arc A, & qu’au lieu des arcs w, @, on peur (ubfticuer ),
en comparant ) avec une des autres parties aliquotes de l'arc A pro-
pofées. On continuera de trouver leur plus grande commune mefu-
re, dont la tangente fera également rationelle. &ec.

§. 60. Nommons tangente premiere toute tangente rationelle,
qui foir celle d’un arc, donr aucune partie aliquore n’ait une tangente
rationelle.

§. 61. Telleeft p.ex. la tangente de 45°. Car, (oit » un
nombre entier quelconque, toute tang (45 : 2)° fera une des racines
de I'équarion

7n—1 n—1 N—2 n—1 n—2 n—
i+ﬂ.‘-"‘- ™ .1'3+H- L] i"""glx*
B 2 3 2 3 4

N—1 N=—=2 } oo i
4-1*5 — &e.

o |—8X—{1,

— ) —_—

2 3 4 §
dont les coéfficiens font les mémes que ceux de la formule binomiale
de Mawton, & dont les fignes changent fuivant 'ordre — — 4 4,
Mais, pour tout » nombre entier, tous ces coéfficiens font des nombres

enticrs, & toure
O
2! ) < I
n
P

oot (

P 2 Donc
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Dong, i une ou plus d'une des rang (45 ° : #) éroir rationelle, elle fe-
roit une fralfion rationelle < 1, & fi cela éroit, rous les coéthciens ne
{auroient étre des nombres entiers. Mais ils le font. Donc &c.

§. 62.  Une tangente premiere quelconque étant propofee, il n'y
a que les multiples de fon avc qui ayent des tangentes rationelles, d Iex-
clufion de tous les autres arcs qui lui font commenfurables.  Soit tang
w premiere, & m, 7, érant des nombres entiers premiers entre eux,

{uppofons que la tang (;.u) puiffe érre rationelle.  Or l'arc (i:—)

7w
érant la plus grande commune mefure des arcs w, & (-—- , la tan.
”

w . . W, . e
gente de — fera rationelle (§. 56.). Mais — étant une partie aliquo-

7 | 12
te de w, la tang w ne feroir point premiere. Ce qui érant contre I'hy-
. i o _
pothefe , on voit qu'aucune tang —;-W) ne fauroit érre rationelle.
4

Donc il ne refte que les multiples de w, dont les tangentes feront ra-
tionelles (§. 54.).  Voila donc la raifon, pourquoi ces fortes de ran-
gentes méritenr le nom de premieres. Elles reffemblent en quelque
fagon aux nombres premiers, en ce qu’il n'y a que leurs multiples qui
foient des nombres entiers, &c.

§. 63. Deux tangentes premieres étant propofées, je dis que
leurs arcs font tcommenfurables entre cux.  Car {oient tang w, tang @
premieres, & {uppofons que les arcs w, O puiffent étre commenfu-
rables entre eux. Is feront donc comme un nombre entier 7 i un

nombre entier . Donc
7 W

©=—

n

w N :
Donc (§.62.) —» partie aliquote de w, aura une tangente rationelle

de
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de méme que 0 partie aliquote de @.  Donc ¢Q, 2w, ne ferone
7

point premieres. Ce qui érant contre 'hypothefe, il eft clair que les

arcs w, @, ne fauroient étre commenfurables entre eux.

§. 64. Ainfi tous les avcs des tangentes premieves font incom-
menfuralles entre eux. Car, par le théoreme précédent, ils le {ont deux

a deux, combinés d’'une facon quelconque.

§. 65.  Une tangente rationelle quelcongse , gui ne fiit pas pre-
miere, étant propofie, je dis que fon avc feva un multiple de celui d’une
tangente premiere.  Car cette tangente, toute rationelle qu’elle eft,
n’étant point premiere, ce n¢ peut €tre que parce qu'il y a des par-
ties aliquotes de {on arc, dont lestangentes {oient rationelles. Soient

W W W W

ces parties aliquotes —, —
P q 2! B » ) 7

comme érant fini. Or, comme nous les prenons toutes, il faut que
celle qui eft la commune mefure de routes les aurres s’y trouve auffi,
tandis que par le §. 59. fa tangente eft parcillement rationelle.  Qu’el-

&c. dont le nombre eft pofe

)

i M » m L 5 & -
le foit —, je dis que tang — eft premicre. Car, fi elle n’éroit pas
r
premiere, les tangentes de quelques unes des parties aliquotes de

w L] L] L] - m
(—) feroienr rationelles. Or ces parties aliquotes de (—) érant
¥ ¥

également parties aliquotes de I'arc propof¢ w, il eft clair qu’elles fe-
G ) w

roient déja comprifes dans les parties aliquotes g ey e s
2’ n’ p -

‘;, & que par con{équent i:— feroit pareillement leur plus grande com-

mune mefure.  Ainfi —T— feroit mefure de fes parties aliquotes. Ce
Pp 3 qui
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qui étant abfurde, on voit que tang = eft premiere.  Orweft un

multiple de g— Donc &e.

§. 67. Voild donc toutes les tangentes vationelles vangées en
certaines clnffes.  Elles font ou premieres clles -mémes, ou elles def-
cendent, pourainfidire, endroite ligne d’une tangente premiere, parce
qu’il 0’y a que les muldples des arcs des tangentes premieres qui aient
des rangentes rationclles (§. 62.).  Or, §'il n’y avoit qu’une (eule ran-
gente premiere, toutes les tangentes rationelles en dériveroient, & tous
leurs arcs {eroient commen(urables entre eux.  Mais il s’en faut de
beaucoup, qulil n’y ait qu'une feule tangente premiere.  Car elle de-
vroit étre plus petite qu'aucune quantit€ aflignable.  Donnons lui,
pour démontrer cela, une grandeur finie == rang P. Lt il eft clair
qu’il y aura des rangentes rationelles plus perites que tang 9.  Si ces
tangentes {ont premieres, tang O ne fera pas la feule qui foir premiere.
Si elles ne font point premieres, clles dérivent d’'une ou de plufieurs
tangentes premieres, en ce que leurs arcs feront des multiplesde ceux
de ces tangentes premieres (§. 65.). Ainfiily a plus d'une, plus de
2, 3, ¢ &c. tangences premieres. Et aufli longtems qu’on en fuppo-
{e le nombre fini, on trouvera de la méme maniere qull y en a d’a-
vantage. Voiciencoreuncautre maniered'en trouver un nombre infini.

§. 67. Soient deux rangentes premieres #w, £Q. D’abord
olles feront rationelles, & leurs arcs feront incommenfurables entre
cux (§. 64.). Soient m,n, des nombres quelconques premiers entre
eux, & (mw 4 1) fera un arc incommenfurabic tant 4 w qu'a Q.
Mais {1 tangente fera rationelle (§. 62. 53.). Or larc (mw + nQ)
n’étant point multiple, ni de w ni de @, la tang (mw + 1nQ) fera ou
premiere elle méme, ou elle dérivera d’'une tangente premiere, nécef:
(airement différente de 2w, £Q. Or, cn variant les nombres 2, #», de
toutes les facons pofiibles, de {orte qu'ils [oient toujours premiers en-
tre cux, on trouvera gutant darcs (mw + #7() incommenfurables

ant
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tant entre eux qu’aux arcs w, @, & qui par con(fquent ne font ni
‘multiples les uns des autres, nide », @. Donc leurs tangentes, qui
toutes font rationelles, dériveront d’autant de rangentes premieres,

différentes les unes des autres,

§. 68. Voila donc ee qui reftreint infiniment la poilibilité de
trouver un arc rationel, dont la tangente {oit également rarionelle.
Car les arcs de routes les tangentes premiefes érant incommenf{urables
entre eux, il s’enfuit que, quand il feroit poffible de trouver une tan-
gente premicre, dont I'arc fur commenf(urable au rayon, ce feroit la
{cube, puisque les arcs de toutes les autres tangentes premieres feroient
néceflairement incommen{urables au rayon. Mais, par ce que nous
avons vu ci-deflus, encore cette feule eft exclue de la pofiibilité d’a-

voir {on arc rauonel.

§. 69. Latangente de I'angle de 45° étant premiere (§. 61.)
& (e trouvant dans les rables trigonomérriques, je remarquerai enco-
re en forme de corollaire, que c’elt la feule tangente premiere, & en
méme tems la fcule tangente rationelle qui s’y trouve. La raifon en
elt, que tous les arcs dont les tangentes font marquées dans ces ra-
bles, font commenf{urables entre eux, fans qu’il s’y trouve d’autre mul-
tiple de 45°, que I'angle de 9o°, dont la tangente eft infinie.

§. 70. Jeoblerverai encore, que le cofinus d'un angle w quel-
conque étant rationel, le cofinus d’un multiple quelconque eft pareil-
lement rationel.  Cette circonftance fair, que le méme raifonnement
que nous avons expol¢é d I'égard des tangentes, pourra, a quelque
changement prés, étre appliqué aux cofinus. On trouvera des cofi-
nus premiers comme nous avons trouvé des taugentes premieres, & les
arcs des cofinus premicrs feront pareillement incommenfurables entre
eux; de forte que, quand il feroit poflible de trouver un cofinus pre-
mier dont l'arc fur rarionel, ce ne feroit encore que le feul qu’on
ptit trouver, vu que par li méme les arcs de tous les autres cofinus pre-

miers feroient irrationels.,
§ 71.
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§. 71. Il n’en eft pas de méme des finus, parce qu'un fin @
quelconque érant rationel, il n'y a en généralque les /3w, [5w, /7w
&c. qui {oient rationels; mais les fin 2w, /4w, /6w &c. ne le font
pas toujours, a moins que col ® ne (oit aufli rationel, de forte que fi
on veut encore ici trouver des /inus premiers, il faudra s’y prendre d’a-
ne autre facon, que nous ne l'avons fait 4 I'égard des rangentes,

§.72. Mais, fans m’y arréter, je retournerai d la frattion con-
tinue, trouvée ci-dcflus

i
tang =

3w — I

Sw — I

W — I

gw — 1 &

Nous avons vu que toutes les frattions

3w 15w — 1

I
w’ 31&’—1’ 5wl — 6w’

&ec.

qu’elle donne, n’approchent de la valeur de la tangente de v, que par
défaut en ce qu’elles font toutes plus perites que cette rangente. Mais,
comme il doit étre poilible de trouver des fractions {femblables, qui,
gnoique approchantes de la valeur de tang v, manquent par excds, je
me {uis mis a en faire la recherche. Je me bqrneral icl a donner en-
core la fration continue, qui renferme alternativement & les unes &

les autres. La voicl

tang
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(w-1) + 1
1 4 1
(32-2) 1
I + 1 )
(5w-2) + 1

1 -+ &e.

Cette fraétion continue i linfini, en forte que les quotiens f{ont
- Oy (ﬂ"_l)r Iy (3”"':): I, (S‘-“"""i): I, (?ﬂ!-—— 2): Ty (9“"_2}
- - = - - 1,(G@Gr 4 1)w—2), 1 &c

Et les fraftions approchantes de la valeur de tang v, f{ont

I  { JWw —I 3w ijz-—gw—r
w—1’ w’ 3w—w—1’ 3w:—1’ 15wP—3w:—6w 4’
1§w? — 1
x , &ec.
1§w? — 6w

La premiere, 3me, sme, pme &c. font plus grandes que tang v, &
la ade, gme  guie &c, font plus petites, & les mémes que celles que
nous avons trouveées ci- deflus (§. 22.).  Je ne m’arréeerai pas & en
donner la démonftration, vu que cette fration continue peut étre
trouvée de la méme maniere, que nous avons trouvé celle dont nous
nous fommes fervi julqud préfent, & qui el beaucoup plus fimple.
Je remarquerai donc feulement, que le premier quotient érant ici— o,
on n’aura, pour i'abolir, qu'a tourncr la fraclion en forte qu'elle expri-
me la cotangente de v, puifgu’il eft
- I

cor v — .
tang v

Ainfi nous aurons

Mién. de T Aced. Tom, XVII Qgq cot
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I

(w—1) 11
1 + 1° .
(3w—2) +1

1 o1

- (Sw—2) 1
1 4+ 1 _
(7w—2)+1
1 4 &,

cot v

| §. 3. Comparons maintenant les quantites tran/-endentes cir-
ctlaires anx guantirés logavithm:ques qui leur font anulogues. Soit
e le nombre, dont le logarithme hyperbolique ¢it —= 1.  Et on fair,
quc {1 dans les deux fuites dont nous nous fommes fervi ci deflus

(9 4.) |
finv—v ; v : vS ; v’ + &
v 3 2.3.4.§ 2.3 §:6.7

1 I |
cofv—1— —v? v4 v’ - &e.
L 2 + 2- 31- 4 2- 3# 4! il 6

tous les fignes font pris pofitifs, elles fe changent en

ke

v _ 0
Lj—:.:s-l—-—‘——v-"-l- : vS + : v’ + &e.

2 2. 3 2.3.4.§ 2.3.4.5.6.7

eve Y I I

TR 2 4 (o3

2 += +2. 3. 4 +2.3.4.5.6 T
Or, en traitant ces deux dernieres {uites de la méme maniere que
nous avons iraité les deux premicres (§. 4. & fuiv.) Popération ne
différera que dans les fignes, qui pour le cas préfent feront tous po-
fitifs.  Comme on peur s’enconvaincte fans peine, je R'en rapporterai

point le détail. 1l fera donc
& —
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e fe? T 1l 4 1
3:ﬂ-—l:T ,
R -—-I--—l_
7:¥% —4 I
Yiv 1+ 1
LI:V~— 1
13:v 4 &¢
§.74. FErcomme il eit
% —— ¢°* gar 1
E”-—{—L"":;”-—{—' 1’
on voit qu'en faifinr 2v —= x, on aura
E¥ v g I
eX 41 2:.:‘—}-_[
6.1 —+1
10 x 1
14:% 1
18: v —+— &o.
d’od 'on tire
¥ —4— 1 T
2 T —
2.2 ——1
6:.% ——1
10: & ——1 = il 8

14: % —1-- s
ou bica

Qq

[ &)



5w g I
2——(2::)1+T
6:x — 1
10: 4 1
14:x 41
18:x - &e.

On voit bien que ces expreffions offrent des conféquences femblables
a celles que nous avons déduites ci- deflus de la formule

I
W v X

tang v =—
3W — |
sw — &c.
On trouvera encore ici que v & ¢*, de méme que ¥ & e¢* ne feronf
jamais des quantités rationelles en méme tems.  Ainfi je ne marréte-
rai pas a4 en faire une dédudtion reiterée. Il s’agit plutot d'interprérer
les formules que nous venons d’expofer.  J'obferve donc, qu’elles
doiventavoir, & I'’égardde I’hyperbole équilaterale, une fignification tout
a fair analogue 2 celle qu’avoit la frattion
I
w 3
3w — &e.

par rapport au cercle.  Car, outre qu’on fait que les expreffions

£ == %,

.t‘.’ — f"

tang v =

>
on f8(ant ¥« — vV — 1, donnent les quantités circulaires '

Ve y
&g e e acofy,

fﬂy'-_l + f--vV—-: - 5 ﬁ.ﬂ P-V""Il
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Mr. de Foucenex a encore fait voir d’'une maniere trés fimple & trés di-
recte, comment cette affinité {e trouve en comparant enfemble le cercle
& Phyperbole équilaterale qui ont un méme centre & un méme diame-

tre. Voiez Mifeell. Socict. Taurin. Tom. 1, p.128. fuiv.
§. 75. Mais ici il s'agit de voir julqu’ou cette affinité peut étre Planche X,

pouflée indépendamment des quantites imaginaires. Soit donc C le
centre, CH Paxe, CA le demi-diametre de I'hyperpole équilaterale
AMG & ducercle AND, CF Pafymptote, AB perpendiculaire a
I’axe, & en méme tems la tangente commune au cercle & a ’hyperbole.
Soient tirées du centre C les deux droites CM, C, infiniment pro-
ches I'une de 'autre, & des points d’interfeétion M, m, N, #, {oient

abaiflées fur I'axe les ordonnées MP, mp, NQ, ng. [Infin (ot le
rayon AC — 1. Faifons 'angle MCA = @, & loir
pour ’hyperbole pour le cercle
Pablciffe CP=¢&-- f - - CQ=—=n
lordonnée PM — - . 4 - - QN — 3y,
lefegment AMCA—#:2- | - ANCA — v : 2

& il fera |
tang O — . SR N tang@:%,

2
14y =85 =9y.cot®?® -+ 1—yyTxx—"yy.cot?

FE—1— 11 —££.ung0? | 1 — xx = yy = ¥ ung Q"
CM2=£2 492 =£2(1tang?)- CN2 a2 4 y2 a2 (14 1Q?),

__ I 4+ 1Q° 1 +:10* o
1 — t? , a4 T
Donc
. ’rfcp* Jr@ — __dto
+du—dQ. (l = -+ dv — dQ — —
-+t @32 4+ 2Q*
} it = tQ. dr@ ¢ e s ol tQ.dtQ b
==y ECEN] IR
dtQ di@
dn— SRR gy =
T q‘"(l-—-—f@‘)iﬁ I t ‘y—(l+f¢)l s?
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_ [ | -
;= R ,
V (1—1t0?) , V (1 4 t®?)
. — td N . t O
TV (a—19Y) Y= Vi)
Donc
~S=dE:idu — 9 - - - o —dx:dv =y,
~+dy:du=¢ - - - o —=dy:dv=x
—=df — dy .tang® - -- — dx :dy — rng Q.

§. 76. Comme l'angle @ eft le méme pour 'hyperbole &
pour ie cercle, il fuit des deux dernieres équations qu'il elt

tnﬂg@'—‘“a’é'Jq:—d.r'tf_}*:q:'g:y:x
Ainii les angles Mmp, Nng, font égaux. Ce qui donne
Mm : Nn = df : — dx — dy : dy.

Et les triangles cara&erlﬂlques M m, Ny, {font femblables. Infin,
comme il elt Cng —= Cmp, & Nug—=Mmp, ilftraCng+Nuy
— Cmp + Mmp — 90°.  Tirant donc la normale =V, il (era
Vmg + Mmg == 90°, donc Vg —= C . Ain{i la normale
m'V prolongée jufgu’a 'axe AC, eft égale 3 Cmr, tout comme dans
le cercle la normale Cx eft égale 4 Cn. Voila dnnc furquoi (e fonde
tout ce qu'il y 2 de réel dans les comparaifons qu’on a faites entre le

cercle & I'hyperbole.

§. 77. Enluite, fipour I'hyperbole on veut exprimer £, 4, par
w, on trouvera aifément, qu'en emploiant des {uites infinics leur for-
me doi étre
E—1 4~ Au* 4+ But* 4+ Cu® -4 &c,
n — au = bud —— cuS —- du? - &ec.

Car, en failant # == o, ona £ == 1, n == o. De plus, en prenant «
Inﬁnﬁ"lv:_l'tt petite, £ crcitra comme 22, & % croiira comme #, parce-

que langic en A elt droir, &Xle ra}'un ofculatcur de I'wperbole en
A
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A eft —= AC. Enfin, en prenant # négartive, toutes les valeurs de £
feront les mémes que pour les # pofitives, d'ot il fuir, que l'abfcifle
£ doit érre exprimée par des dimenfions paires de .  Et en prenant %
négative, les valeurs de 7 feront les mémes, .mais négatives. Donc 3
doir étre exprimée par des dimenfions impaires de . 1l ne relte donc
plus que de déterminer les coéfficiens.  Ceft & quoi nous ferviront
les deux formules trouvées ci-deflus
dé¢ : du — 9,

dy : du — §&.
On aura donc, en différentiant Ja premiere fuite
dé¢:du—2Au+ 4Bu® 4+ 6CusS 4 - - - . .. + . Mu®"!
qui doit érre —— 3, donc
d¢:du— au -}~ bu3 = cu5 4 - - - . .. + m.out!
Donc, en comparant les ¢ermes
2A=n
4B = &
6¢C — ¢
&e.
eM — m.
Mais, en différentiant 9, il doit encore étre /n : du— ¢, donc
dy:du — a4 3bu 4 geut 4+ - - - - - . (y.a-l),mu'“*i
— 14+ Ax® 4+ But § - - - - ..., L .x"*?
Donc, en comparant les termes
& o= 3.
g& = A,
s¢ — B,
&e.

(g —1) m — L.
Moien-
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Moyennant ces équations on aura

8= i
1

A— }a = oy

= ' L
;: TA-—";:-;I'
B—1)— ——,

L4 2. 3. 4
¢ }B =i - )

2.3.4. 5

C—1 '

"0 = 23456

&ec.
I t

m = e S —_—

(e —1) 2.3.4-- - - (p—1)’
M— —.m— X R DR

r 2.3.4 -~ - ©

Ainfi il fera
= 3 -—H i zac e Y .
& = = ok —l" 4-54‘5” -+ &e
1 I '
— 4 - 4 “3 X
" 2. 3 2.3.4.5 +-.3.4.s.6.7" 1 &e.

Voilad donc I'abfcifle £, & l'ordonnée 5, exprimées par la lettre », qui

eit lc double de 'aire du fegment hy pcrbn ique AMCA. Or on fait

que fi au lieu de #, on prend v, qui cft lec double du fegment circu-

lmrc ANCA, labﬁ:lﬂ'cx,& Pordonnée y, circulaires 'une & 'autre, font
I I t

X =1 = —0" yt — S
= +:.3.4 TS =v° &,
ym v — 9 o 0 — ¢ &
— 2.3 2.3.4.5 2.3.4.5.6.7 .

deux
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deux (vites, qui pour la forme ne different des deux précédentes que
par le changement alttrnanf des fianes.

§. 78. Et comme lleﬁ(§ 73)
f"}‘f' _I+_ﬂl+2 ff"_‘!—&(:-

2 3. 4
FH_E--:H.{.—-—-—HI—-}— I f{5+&c,
3 3 2345
on voit qu’il fera
R A
g =
___er. Al
n — X )

& que par conféquent ces quantités expriment Pabicifle § — CP, &
l'ordonnée n —= PM de I'hyperbole.

§.79. FEtcomme il eft n: & == tang 9, on voit encore
qu'il fera |

f" f-“

tang @ = — et
donc par le §. 81.

tano e
°¢ 15 —4— 1

Et comme la méme tangente eft auffi

Mewm. de [.4cad, ‘Tom, XVH. Rr | tang
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I
P Y — 1
3:0 — 1
§:v — 1
710 — 1

9:v— &c.
on voit qu'on trouve cette tangente par ces doux fractions continues,
qui pour la forme ne différent que dans les fignes: il ne s’agit que
d’employer # == 2AMCA, quand on fe fert de la premiere, an
lieu qu’il faut employer v —— 2 ANCA, pour avoir l]a méme tangen-
te movennant la feconde.  Voila donc I'analogie qu’il faloit trouver
indépendamment des quantités imaginaires, & fans les y méler.

tang v = tang O — -

§. 80. Mainrenant nous pourrons tirer en termes trés clairs la
eonfcquence, que laire du fecteur hyperboligne AMCA, tout de mé-
me que celle du f.&teur civcilaive AN CA vépondant, feva une quantité
srvationellc ou incommenfurable au guarvé du vayon A C, toutes les fois
que angle Q, gui eff celui que I'un & Pautre de ces denx felleurs for-
me au centre C, aura une tangente rationellen, & que réciproquement
cette tangente fova irvationelle toutes les fois que I'un de ces deux fec-
teurs fera une quantité rationelle.

§. 81. Il y a une conféquence tout a fait {emblable 4 faire a
Pégard de la fraétion continue (§. 74.) o

¢ + 1 I
2 R
2:u 4+ 1
6:u 4+ 1
10 4+ 1
14:u -{-1-[

18:u 4 &e.
e* +

qui e transforme en



—10:% + &
& d'od 'on tire pour  négatif
e + I
2 1 4 1
- -

ru 4
6

cu 4 1

Ces fractions nous font connoitre @ guel point Uirvationalité du nom-
bre e — 2,71828182845904523536028 - - - - ¢ff tranfeendente,
en ce qu'aucune de Jes dignités ni aucune de [es racines w'eft rationelle. Car
u# & e* ne fauroit étre en méme tems une quantité rationelle.  Or #
étant le logarithme hyperbolique de ¢*, il s’enfuit, que roxz logarith-
me hyperbolique rationel eff celui d’un nombre irvationc/, & que réci-
proquement fout nombre vationel a un logarithme hyperbolique irratiosel,

§. 82. Mais voyons encore ce que ¢* & ¢ *, fignifient dans
la figure.  Retouraons pour cct effet au §. 78. ol nous trouverons
les deux formules

. ew _I__ o™
E — 2 T
f“ sk E'l

i 2

donc en prenant la fomme & la différence, il fera
gn = 5 + n,
ex—= % —

Rr 2 _ Mais
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Mais les afymtotes CF, CS, formant entre elles un angle droit, que
Faxe CH coupe en deux parties égales, il fera

e =GP = P8 = PR,

§ — PM,
donc
¢~ 9 — SM,
¢ — 3 — MR,
& partant
¢* = SM,
e* — MRy,

d’ol 'on voit en méme tems qu’il eft
et = SM . MR = 1.
On voit de plus, que tandis qu'il eft -

e® == 5M,
e*— MR,
- BB == §,
il fera, én prenant les logarithmes,’
' SM AB

ﬂ:]ﬂgﬁ:lﬂgm.

Er comme %, ¢*, ne fauroient étre rationelles en méme tems, onvoit
qu’ill en elt de méme i I’égard de laire du feteur AMCA — ju, &

'des ordonnées SM, MR.

§. 83. Nous avons encore (§. 75.) la différenticlle

d tang Q@
1 — tp?’

dont I'intégrale {e trouve étre

du —

an
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2u — log : i :g — log. tang. (45° + @) — L tang SCM,

ou bien

2u—-log : : :g — — L tang (45° — @) —— L. tang RCM.

Retenons la premiere de ces formules
o (LD
2u — log (I—tip .

& elle nous mettra en érat de retrouver encore a I'égard des feéteurs hy-
perboliques ce que nous avons vu &tre fangente premicre i 'égard des
fecteurs circulaires. Voici comment.

§. 84. Confidérons d’abord que le fefteur hyperbolique
AMCA croit avec I'angle  —=MCA, de forte qu’il devient infini,

lorsque @ — 45°. 1l eft donc clair qu’un de ces feéteurs étant don-
né, on peut trouver d’autres, qui en foient des mulriples quelconques,
& des parties quelconques, ou qui le furpaffent d’une quantité quel-
conque. Or a chacun de ces feéteurs il répond un angle MCP, par
lequel il eft formé, & latangente de cet angle érant — @, le fecteur
— Ju, nous venons de voir qu’il eft

1 4= 10

1 — tQ

§. 85. Soient donc trois fecteurs Fu, § 4/, 347, tels que le
troifieme foit la fomme des denx premiers.  Soient de plus les angles

répondans @, @', ®’. Etil fera

2u — log

2 — log : _—l__ :—-g,

/

’ 24! — log : i ;g,,
l

au'' — log : i ig,

Rr 3 Com-
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Comme donc il doit étre

P = td = fu,

il fera également

t g
log 0 — log — r@f-l—lug

ce qui donne

d’on il fuic
ol = 29 1t
T 1=t . Q"

& réciproquement pour la différence

_ ¢ — 10
T = 1 — tQ .t @

Ces deux formules ne différent qu'a I'égard des fignes de celles qu'on
mouve pour les felteurs, ou les arcs circulaires, & elles nous laiflent
également conclure, que /7 les tangentes qui vépondent & deux felleurs
hyperboligues, font rationelles, les tangentes qui vépondent au feffeur
égal @ la fomme & la difference de, ces deux feéleurs [fexont pareillement
rationelles.

§. 86. Cette feule propofition {uffit pour faire voir que tout
ce que nous avons dit ci-deflus (§. 52 - - - 71.) a"égard du cercle,
s’appliquera également a 'hyperbole.  On n’a qu’a fe fcrvir d'une fa-
con abrégée de parler, en nommant 2angente d’un foéteur hyperbolique
quelconque ACMA, la rangente de l'angle ACM, quieflt — AT,
le ravon AC érant pof¢ — 1. Enfuite il faut obferver que tous les
fo&teurs dont il s'agit ici, doivent avoir l'axe A C pour leur com-
mun commencement, comme l'ont les feéteurs MCAM, m CA .
Ainfi p. ex. le feéteur 2 CM ne touchant point a I'axe, il faur lui en

fub-
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(ubftituer un autre qui lui foir égal, & qui foit contigu & I'axe AC,
lorsqu’on veut avoir 'angle P & la tangente qui lui répond. On voit
bien que cette remargue n’¢roit point néceffaire lorsqu’il sagifloit du
cercle, parce que chaque diametre du cercle peut éire regardé

comme axe.

§. 87. Cleft donc dans ce fens, que je dirai que /’Ayperbole a
une infinité de tangentes premicres , que les fecleurs de toutes ces tangen-
tes premieves font incommenfurables entre enx & a l'unité, que la tan-
gente d un [iéleur étant premiere, 1l 1wy a que les tangentes des multiples
de ce [elteur qui foient rationelles : Que toute tangente rationelle ¢f
ou premieve elle- meme, ou fon felleuv eft un multiple d’un [ eur dont la
tangente eft premiere. &c.  Comme la démoyftration de ces théore-
mes ne feroit qu'une repetition de celles que j’ai données pourle cercle,
je les omettrai d’autant plus que je ne rapporte ces théoremes, que
pour faire voir encore en ce point I'analogie qu'il y a entre le cercle &

I'hyperbole équilaterale.

§. 88. Comparons encore enfemble le fefeur circulaire
ANCA, & le (elteur hyperbolique AMCA. Mr. de Foncenex, dans

le Mémuire cité ci-deflus (§. 74.) a fait voir, qu'en employant les
guantités imaginaires, ces deux feteurs fe trouvent étre dans le rap-

port de 1 4 V — 1, qui elt purement imaginaire.  Or voions quel
fera lc rapport réel? C’eft ce que nous trouverons en exprimant I'un
de ces fecteurs par lautre.  Pour eet effer nous employerons les

deux fuites

v — tQ — 3t@3 4 ¥tQ% — 107 + &o.

tIQ —v — Ju® 4 Hut — FHpul - &
qu’on trouve facilement moyennant les formules différentielles données
ci-deffus (§. 75.).  Subltituant donc la valeur de la feconde de ces

{uites dans la premiere, on aura, toute réduction faite,

v = 4 — Fu = FuS — iy’ = &



% 320 9%
& réciproquement '
W= v 300 308 - 3 o &
Ces deux f{uites ne different que par rapport aux fignes, les coifli-
ciens & les expofans €tant les m€mes.  Si dans la premiere de ces

fuites on pofe
U —= vV —-— 1,

on frouve
v =V —1.(@ 4 30 4 305 + 3407 4= &e)

ce qui veut dire
v —u)y — I.

Donc, moycnnant un feéteur hyperbolique imaginaire, on trouve un
fecteur circulaire imaginaire, & réciprogquement.

- §. 89. Tout ce que je viens de faire voir fur les quantités
tran{cendentes circulaires & logarithmiques, paroir éire fondé fur des
principes beaucoup plus univerfels, mais qui ne {ont pas encore affez
développés.  Voici cependant ce qui pourra fervir a en donner quel.
que idée. Il ne {ufhr pas d’avoir trouvé que ces quanmiités tranft
cendentes font irrationelles, c’eft & dire incommenfurables i I'unité.
Cette propriété ne leur eft pas unique.  Car, outre gu'lily a des
quantités irrationclles qu’on pourra formerau hazard, & qui par 13 mé-
me ne {ont gueres du reffort de 'analyfe, il y en a encore une infinité
d’avires gu’on nomme algébriques: & telles font toutes les guantités
iryationelles vadicales, comme V2, V' 3, ﬁ'q\ &e V (2 +1V3) Ke.
& touies le§ racaics grmrmfm’fﬂ des équations algébriques, comme p.
ex. ceiles des équations

O = XX — 4x ~4 1,

O = XY e gx = 1,
Xe.
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Je nommerai les unes & les autres guantités irrationelles radicales, &
voici le théoreme, que je crois pouvoir ¢ire démontré,

§. 90. Je dis donc gt’aucune quantité tranfeendente civculaive
& logarithmigue ne fuuvoit étre exprimée pav guelgue guantit? irratio-
melle vadicale, qui [e vapporte @ la méme wnité, & dans laguclle il n'en-
tre aucune quantité tranfcendente.  Ce théoreme femble devoir éure
démontré de ce que les quantités tran{cendentes dépendent de

X
€7y

ol l'expofant eflt variable, su lieu que les quantités radicales fuppo-
{ent des expofans conftans.  Ainfi p. ex. unarc de cercle éiant ra-
tionel ou commenfurable au rayon, fatangente, gue nous avons vu
étre irrationelle, ne fauroit ¢tre une racine quarrée de quelque quan-
tit¢ ratiopelle.  Car foit l'arc propoi¢ — w, & failons™tang
w — V a, nous aurons

fw* . 1 — cof 2w

f? o= - s . —
cof w? 1 —— col 2w ’

d'eu il fuit

- 7T —n
cof 200 = - o
or cette quantité érant rationclie, il ¢’enfuir que 'arc 2 w eil irratio-
ncl, ce qui ¢tant contre Phypothefe, il eft clair qu'en faifant tang
w = V a, la quantité 2 ne fauroir étre rarioncile, & que parrant la
tangente d’un arc rationel quelconque n'cft point une racine quarrée
de quelque quantité rarionelle.

§. 91. Ce théoreme étant une fois démontré dans toute fon
univerfiiieé, il s’enfuivra que la circorférence du cercle ne pouvant
étre exprimée par quelque quantité radicale, ni par quelque quantité
rationeile, il n'y aura pas moien de la déterminer par quelque con-
ftruction gomérrique.  Car tout ce qu'on peut conftruire géomérri-

Méws. de I Acad, Tom. XVIL Ss quse-
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quement revient aux quantités rationelles & radicales; & il s’en faut
méme de beaucoup que ces dernieres puiflent indifféremment étre con-
{truites.  On voit bien qu’il en fera de méme de tous les arcs de cer-
cles doat la longueur ou lesdeux points extremes font donnés, foit par
des quantités rationelles, foit par des quanrités radicales. Car, filalon-
gueur de I'arcelt donnée, il faudra trouver fes deux points extremes, en
y employant la corde, le finus, larangente, ou quelque autre ligne
dreite qui, pour pouvoir étre conftruite, fera tovjours dépendante ou
réduilible 4 une des lignes que je viens de nommer. Mais la longueur
de.I'arc érant donnée par des quantités rationelles ou radicales, ces li-
gnes feront tranicendentes, & par 1d méme irréductibles a quelque quan-
tiré raticnelle ou radicale. Il en fera de méme fi les deux points ex-
tremes de 1'arc font donnés, jentens par des quantités rationelles ou
radicales. Car, dans ce cas, la longueur de I'arc fera une quantité
tran{cendente : ce qui veur dire irréduétible & quelque quantité rationel-
le ou radica'e, & par la elle n’admer aucune conftruétion
géomeérrique.




| I'M&M 1762, HXPy 522.
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