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Dl .....luti qœ le. &.mnrc <!Il un::1e o'cA poim' C. cim:lfti~rer
l;O/Dfl>C: UII nombre U1Uer IUII nombre caher. ('cO 11 wecho.

ft 1 dotM 1.. gionwun ne r~ t'Hm {.....pris Oa «>mOO ln
nambl .... ck t..4I,1t 1 les r~po"' t:"O\J\'ew p$l' /.u/u.rtk. FTUm.r
Cl'" de <nt_ qu'un , ..ml nombre de (1I11'CS inr....... qui rour.. ft
npPOl"lcnc 1 J. 'lu.!lrOlllfc Ilu cercle. El li I~ fun>mc: <k~ (...1:(5 dt
une QUillIliul """Mlle, on <1011 ,rr..." nll'l:n:lkmml: concr...orc, qu'elle
(en ou un IlOmlll'l: cn'k•• ou "n~ fr.i!io~ r"';. r:mple. CM, ~';J )' (:Il
luil une fr.l1roo Km cump..,(.;c, (judlll ••iCu" )' auroir. il, pourquoi
pluull relle 'luc l:ll~ .~t"" 'l ..cicon:jllc? Cdl ainli, p:.r ncmtM. "IOle
'b "lmm. d. 1. {uh

2..+""':" +-=-+.2.. + oh.
J.] 3.f f·1 7·9

cn f;.ic ll"mir~, qui .Je loulrs ln qIlmlÎlb mionel!n tA la plus
Iimplc. Mois, t:' _Cl"" .!lcmoliVtmalC Jq l, 4. 6, 8 &l:. ltr~
Ir. (omme cb IlIlrci

1 ...... ~1.
"t-..Io r,1ut/. T_ :nll.. LI

•.. ,
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1. 3 J- 7 9- Il 1 3- J J
donne l'aire du cercle, lorsque le diametre dt = r. Il femhle donc
que, fi ceue fomme émit ralionellc 1 eUe devrait également pouvoir
ftre exprimée par une frallian furt !imple, relie que feroit t ou t &c.
En effet, le di-.mcrre étant =') le rayon = .1, le quarré du rayon= t l on voit bien que ces exprelIions éram sufi fimplcs) elles n'y
rnc[(cm· point d'ob(hcle. E< comme i~ S'Agit de tout le cercle, qui
fait une tCpeee d'unité} & non de quel'iue Semur) qui de fa nature
dem:md~roit des (railions fort grandes l on VOil bien J qu'cncore à cet
égard on n'a point Cujer de 5 'acrendre :l une (raaion fort comporee.
Mais comme) après la fraélian ft trouvée par Archi"udf, qui ne don
ne qu'un à peu près, on palfe;} celle de J11diUf, ii1J qui n'dl: pas non
plus c>..Ql'tc l & donc les nombres [am confidérablc.mem plus grands, on
doit être forr porré à conclure, que la fomme de cene fuire, bien loin
à'être égale à une fraaion fimple) en une quamité irration~Ue.

§. 2. Quelque \'3gue que foir ce raiConnemenr, il Y a nian·
moins des cas où on ne demande pas d'avdnrage. Mais c~s CQS ne
font pas celui de la quadrature du cercle. La plûpart de ceux qui s'ar
tadlem à 1:1 I:hercher, le fone avec une ardeur, qui les entraine quel.
que fois juCqu'à révoqutr en doute les vérités I~s plus fondamenules
.& les micux établies de la géométrie. Pourroit·on croire, qu'ils fe
·rrouveroiem fatisfahs par ce que je viens de dire? Il Ymur toute au
rre chaCe. Er s'ngîr. il de démonrrer, qu'en effet le diamerre n"eft
pas à la circonférence comme un nombre enrier à un nombre enrier,
Cene démontlralion doir êlre fi rigide, qu'elle ne le cede à aucune
démonl1rarion géométrique. Er avec [Our cela je reviens à dire, Que

;·k:s géomérres n'en Ceronr poinr furpris. Ils doivem être :lccoutumés
.depuis longtems.à ne s'attendre à amre chaCe. Mais voici ce qui
mérirera p~us d'anemian J & ce qui fera une bonne panic de ce Mé·
mOIre. Il s'agit de faire voir) que foutu lu fait 'l'/un "re d~ crrc1t'
'futlcolJ1ue ejJ cOlllfllmj"urable "" rll}01J) 1" tnngmte Je crt orc lui eft in·

rom-
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l'D","u1tj'ur!lIl; & qut: nciproquemenr, tolttr tl1ngetJtt cOfllmtn/iJr"lIt
,,'(ft point ctlle O"fllI IIrc colftmmf/J""blt. Voila de quoi ~tre Un pen
plus fuepris. Cct énoncé paroiifoit devoir admerrrc une infiniré d'ex
ceptions, & il (l'en admet auc,;unc. . Il fait encore voir ju-Cqu'à quel
peine tes qua.ntités circulaires rr10fcendenrcs font trtnfcendentes, &
r.teuIées au delà de (oute commenfurabiliré. Comme la d~monllr3don'

que je vais donner exige toute la rigueur géométrique) & qu'cn ou
(rc elle lèra un ri{fu de quelques autres theorémes J qui demandent d·~.

[CC démonrrés avec (our amAnt de rigueur, ces rairons m'cxcuferonr.
quand je ne me hirerai pas d'en ~nir Il la fin, ou lorsque chemin rai·
fam je m'arrêterai à ce qui fe préCemera de remarquable.

§. 3. Soit donc propolë un ,,1'( dt c"clt qfH!cnn'lllt, 'R,1Ï7

commmjùrltblt nu rllYon: & il s'agit de trouver 1 Ji ctt nrc dt en'dl"fir"
tI1 ,ninu UniS eOnl1l1mfuynblt à.fa tn1lgmtt ou non l Q.J'on (c figure
pour cet effet une frailion telle) que fon numérateur (oit égal ;. l'arc-.
de cercle propofè, & que (on dénominateur foir égal à la rangcncc de cct
arc, Il dl clair que) de quelque! maniere que cct arc & (a t~gemc (oiem ex·
primés) ceue fr.:ltlion doit être égale;}, une autre frallian) dom le Ilumé~

careur & le dénomjoatcur ferom des norvbres cmiers., roures les foisl
que l'arc de cercle propa~ fe Crouvera être commenCurable à fa can
genre. Il cft clair auHl que ceue fec.onde fraaion dair pouvoir être
ll~duite de 19. prcroiere 1 par la même méthode) dont on ft: (en tn',
arirhmérique pour réduire une fraélion à (on moindrt dénominateur.
Cene mérhorie étant connue depuis Euelit/l') qui en fait la :me prop_
de (on 7'"t Livre, je nc m'arrêccrai pas à la démoocccr de nouveau•.
l\1ais il convient de remarquer que, randis que Euclide ne l'llppJJque'
qu'à des nombres entiers & rarioncls) il faudra que je m'en fl::r\'e d'une·
autre façon, lorsqu'il s'agie d\:o faire l'applicarion à desquamirés, dom:
on ignore cncore fi elles feront r:lcionel1es ou non? Voici donc le pro
cédé qui conviendra au cas dom il en ici queftion.

§. 4· Soir te rayon = r 1 un arc de cercle propolC quelcon.
que -:- v. Ee on aura les deux fuites infinies (Of[ c:onnul::s

LI , fin



-

'268'

1 1 l' ..
fin&l=u-- v3+ V5_ V"t&C.

z·3 z·3·4·) ',3,4,5.6.,
r r r

coCv =1 - - V2 t Vi - -' Vif + &C•
• "3'4 "3'4'5. 6

Comme dans ce qui ruivra je donnerai deux fuires pOlJf fhyperbole qui
ne dittcrerorn de ces deux qu'en ce que lOUS les lignes [Dm pofilifs, je
différerai jusques ·là de démonrrer la loi de progreHion de ces fuires, &
encore nc la démontrerai· je que pour ne rien ameure de coU[ ce que.
dem~nde la rigueur géométrique. 11 fuRir donc d'en avoir averti [es
lellcurs d':l\!ance.

§. 5. Or comme il ef!:

- dte,

la frlélion

v" - &c.

fin J7
[:log v = --,

coc",

nous aurons) en (uùlliruanr ~ces deux f~ites)

v _ J vJ + 1 (l'

'·3 "3·4·5tang ft' == " "'--'-0 _
r

J _.} &/2 +
::. 3· 4

Je la po[erai poor plus de brié\'ere!
A

rangv=B'

,

de [one qu'il foit
A == fin v,
B=eo[v.

Voici mainrenanr le procédé que prefcrir Etirlùl~.

~. 6. On divi[e Il par A; [()ir le quoriem = QI, le réfidu = R'.
On divi[e II. par RI; [oit Je qu()riem = Q', le réfido = RI/,
On divife RI par R"; foit le qCOIiem = Q!..'I, le réfidu = R/I/.

On divife Rit par RIII; [oille quotietll ::::~, le rélidu = RIY. &c.
d.
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de forre qu'cn continuant ces divifions) on trouve (ucceffivemenr

lesquotiensO:)~)O:" - - ... - ... Q,j,CZ+\QU+l -. &c.

les réfidus RI, R", RI" .. - - - - . - R"J R'l+\ R"+:I - &c.

& il efi: clair fans que fen averrj{fcJ que les expoGms /J, n +J) 1/ +2 &c.
ne fervent qu'à indiquer le quanricmc quorienr ou réfidu efi celui où
ils f~ [rouvent marqu~s. Ce qui éranr pelé J voici ce qu'Ii s'agit de
démomrer.

§. 7. En premier lieu, n011 /fu/l'meut (l'u III divifio11 pmi the
C01JtÎmlü.f1:11 (iu) 1IIaii 'lItt lu 'luotùnl jitiVTOut 'mL' loi fI ~J Jim,.',' m
ce qu'il fil"tl

~ - + , • <,•

QI! • • ",, •

QIJ/ - + j • .,- •

QIV = - 7 • ", &c.•

& en -glfléral
QR == =- (211 _ J) : v)

ofi: l, fig", + ,ft pOl/r l',.rp';;mt n pnir, l'figne - po., /'erpofimt
n i1/1PtJ;'-) & qUt de ln flrtt 0/1 aura pOliT la tangente exprùntt par
l'",." /" frnBion continue trh fimplt,

,ang • =".:----
1:"-1

-::-:-::---.,-
3:V - J

----'-----
5: v - 1

-=7--:'--:·-'-'
9: v -&c.

§. 8· En recond fieu, 'fUt lUl'lJidtls R', Rif, RIII &c. firont
t'XpI'ÙJl(I Fur lu jÎlitu jiliVflflfU) dOflt lu foix dt progrdfioll [OJJt tgalf.
",ent fort /impies:

LI 3 R'=
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R' =_ 2· v' + . 4 v' - ' _ VS + &c.

2·3 2·3+5 2·3·4·S.6·7

. RI/ ='- ~L v' t .4, 6 ~'V.~ 6. !.--v'+&C
2·3+S . 2-3-4.1.6.7 2·3+S.6·7.8.9 .

RII/= + 2'4~v'_ 4. 6.8_v,t 6.8·10 v'-&c.
:····7 :······9 2····-11

IV 2+6.8 4·6.8.10 6·8.10.'2R = + __V S_ _(/7+ -_1I9_&C.
2'-·'9 Z-····-ll z··---J3

&c.

dt' forfe 'lue lu /ig11fS du pnmùrt tn'mn chn11gmt (itiVfl/ll l'ordre 'j1l1l
tt'rnoire - - + -t-) (7 'lu'mgéllfrnli/fim

R
_ " (u ....n) "+1+ :'+'(1.,.. .. (n+,)) '+1 &

-+- .. - CI - rI-C
- - '" ".(2n+.) 1.2···· "(2n+3) .

n+l. ~+2

R
n+,-' ( .., ..·v,t,)) ,,+, :2__(~I:.:.:.2,:.,.-,(~nh)) n+.-= _- ---v + -v -&c.

1., ... --(.n+3) 1. ...... ('"+S)
"+. (\ ll+l . .

.+' t2 (1."" IIt2,! "+1' (1.""(11+3) ,,+"-::;:: R = v v ' t &c..
1. ...... (.11+1) 1. ...... (211+7)

§. 9. Or pour donner à la démonfiralion dt ces théorcmes

route la briéveté polIible) confidérons que chaque ré[;'du R"+ t Ce

rrouve en diviGmr par le réfidu Rn+ l
, qui leprécéde immédiatemenr,

l'anrcpénuldeme R" . Cette confidération fair J que la démonllrarion,
dont il s'ngit peur être p3rragée ,en deux. panics. Dans la premiere il
faut [olire voir que; Ji deuX' rlfidllr Rn) Rnt 1) (plifiJiturdmt il1J1ludia.

tmunt, ont 1" fOTme que je Itur ni domlte) le rlfidll RU+) ) 'llliftit i11t
",t.lintellltIJf) fiurn la mélllrf01·m~. Ce qui étant une fois démontré,
il ne rtHe plus que de faire yoir) dans la feconde parrie de la démon
firation) 'lu, /11 farine du dtllX' premirn rijiJus cft ce/lt 1,;i/, doù;tlJt

(II/air.
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avoir. Car, de:cettt maniere,.iJ dl évident que ·Ja forme.. de tous les
fuiv8ns s'écablit comme d'elle· mfme.

~. 10. Commençons donc por di.iCu le premier terme du ré·
'fidu R" par le premier lerme du téC1du R""'·. afin .d'avoir le que>
tient

Q
"+. ,·(r.,.3····n) _+. 0·+1(1.1'3 .. ·(ntr)) "+,

- v . LI
-1.1,3",(211+') '1.2.3" - - -(2nt3)

_ 1 . 1 (II +1) V _. •
- . (.nt 2).(2n t3>-(_n+ 3).v.

Et il ell clair que, le rélidu R"+' étant mulriplié par ce quotient

Q"+' = (2)> + 3) : v,

& le produit étant Counrait du réfidu R" , il doil rener le réC1du R ,,+ '.

§. J r. Mais afin de n'avoir pas beloin de faire cene opéra
rion pour chaque terme lèparémenr & de -nous borner pu là à une
fimple indultion) prenons le terme général de chacune des fuires
qui expriment les rélidus R") R"+\ R"+J) de forte qu'en prenant le

",fillDt. tcrme des réfidus R·, RH+\ nous prenions le C"'- J)titrnt ter

m. du réC1du R"+', C. qui étant obCervé, ces term.s Ceront

.O+"-I(m. (m t 1). (m +2) .... (n +m-I)v"+' "-1..... ,. - _ =--__ .l.:::~::..'-.:.<~é:_-'--.::!....__~~.::::-:..!-:_-:--

- - 1."3'4' .. - - - (.ntom -.)

_+._ 2'+". (1)>. (m + l) Cm + 2)" - .. (II t nI) v"+,m... , -
- - "',3.4 - .. - - ('''+2m+r)

...... ) ) ()"+"'..._+,_ •.. «1»-: '1>>'(1)>+' - - •• - n +'.".,--'~v,.-_
~r - --

- - 1. 2. 3. 4 - - - . - (." +m + .)
Or) puiCqu'ü doit être

"
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-

... - ,"+'. (.n + 3): " = r"+',
& qu'en elfe< il ell .

•+"'...... ( ( '1+1"1-1O+I( ..J. ) • • 1n - - - - n +".'_-_''-'):.;":..-,.__
,..- -1" 2f1l3 :u=- .--;-

1.'. 3 - - - -. (.nt.m-l)
.+.. ( (» .+,..+ 2 • ~:...:....- - 11 + III Il zni J
J·'·3· .. -. ('"t''''t') . ".

0+"-1 ( ( t »_ z . m·~· 11 1/l-1 11+1,"--1 ( z.(11+m).(211+1)
--'-_.=,--;.,.-':.-;-"c--~" . -lt --::..!.-~""7

- J,. - . - . (unt.m-.) (.nt2m).(211t.mtJ)

_ zlJ+"'-I.(m- ..(nfllt-,)) ft+",,--.., (~Ir.:-:).(21l+tt1l)
- --v --

- '" - - ··(''It,m-.) . (2n +''"). (2lJ + m t 1)

_ zfJ-+fn.((m_t)."t(m+t). (n+m),,t+l"'-l

1"'3 ••• ('"tmt') ,
& partant

_ -+- 1f+t__ r .

On voit l que les réfidus R 'l
) R

u+t aY2nr la forme que je leur ai

donnée, le rélidu RIJ+ J auro.la même forme. Il ne s'ogira donc plus,
q~c de !l'a!T'urer de Jo. forme des deux premiers réfidus RI) R") afin d'é.
tablir ce que ccne prcmicrc partie de norre démonfk;Hion avoir admis
comme \'rai en (orme d'hypotbeCe. Er c'cft: ce qui fera la (econde
p:mic de la ùémonrtralÎon.

§. J:. Souvenons· nous pour cer effer) Que le premier réfidu
R' cU celui oui reUe en divif<ltlf le•

1 1 r
cof v= 1 - - V1; + v+ ... - v" ~ ••• &.c.

:: . 2. 3- 4 1 ••• m
pot le , ,

fin v=v- - v3 + VS • - ..
:L 3 2·3·4·5
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Or le quotient"' qui réCulte de Ja .divifion du premier terme)
= 1 : v 1 on voit qu'il fera .

•clant

R' = col v-
1

- . fin v.
v

Multipliant donc le terme général du divircu{',

-+- 1 _ tf~+l

-1.2.·-··(m+l) ,

par 1 : v) & foufiraï3nt le produit
1

.... --7"""-" .... )
- 1. 2 - •• - ("1 +1)

du terme général du dividende
1

1.2·~·--

. vI!')

"'
,

on aura le terme genétal du premier réCidu ]t'

m . t.'"
ri = .=. -.

1 - ... - (m +1)

Or (m +1) étant toujours un nombre impair,- ilJ fera. un nombre pair,
& ~c premier réfidu C~ra .

_ 2 4. 6R'=--v'+ v- ·-v'+&c.
2.3 2·3·4·5 2"-'7

tel que nous l"Gvons (uppo(~.

§. 13. Le (<<ond réGdu R" réCulte de 1. diviGon de

MIR. ·J,fim. Jt l'AC4J. Tom. XVll.

1 1 1
fin r..=v- - rJ) + fJ~-&c.--..:~:. --11"'-"

:·3 2.3·4·5 1.2-"("1-1)

par le premier réficlu que nous venons de trouver
z 4- 6 ml''"R'=--v'.l+--v4 - v't···""+' --~._-_

. 2·3 2·3+5 2-"-7 •. _.(",+,)

Or
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Or le quotieslt qui. ré(lJlre de la diviuon du premier terme) érine
:=' - 3 ': l', on ,"oit qu'il fera

R" =fin Il - ~ • R',
~'luhjpliam donc le terme général du di'v'üèur

m ,,'*
... 1 ... , . (>Il +1)'

..pu - 3 : li) & [oullraïanr le produit
-+- 3 III VIII -1

·1 •• ---(m+0'
du terme général du dividende

~ r--.-- v" ·1
- .1 ••• - - (m-J) )

k: terme gén~roll ùu retond rélidu fera
21,",-1 3 mll "'"

Joli = ...... _~~-..,.
1 . - . - - (m - 1) -.. 1 - •• - (>Il +J)

_ ..... (m-~). 1ft. v ln -'

- -;-- - ::-(m~)"

SubllilUant donc pour 11/ les nombres pairs, nous aurons le {econd
r~Iidu

•
1 2. 4 v' + 4· 6 6. 8 + &R' _ - -(1'- --v' c.

0·)·4-5 2"'7 '---9
cncore tel que nous l'avons fuppofé. Ainli la (orme des deux pre·
miees l'éfidus étant démontrée J il s'enfuit) en VerEU de la pecmîere
partie de notre démonfrration) que la forme de (DUS les rélidus fui-
vans l'clt également. -

§. J + Maintenant il n'eft plus nécetraire de démonrrer J'Cpa
rémenr la loi de la progrelIion des quorÎcns Q', Q") QI" &c. Car
la loi ries réfidus éranr démonrrée, il cft par là même démomré qu'un
qUOtient quel<onque Ce.. (§. 10) ....-
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.= Q"+' = (u + 3) : v,

cc qUi) en vertu de la rhéorie des fraaions continuc5 J donne

1
tangv=---

1: V-~(__

3 : "-1-"--
j : fI-'--7: fI-1

~
9:"-(---

Il:V-l&C.

d'où l'on voit en même rems, que fOl/tu lufois 'lue l'ayc v jera !glU
à mu P"I'tü a/ùp/ote du rn,'YfJll) t01lS cu quotimt firont du nombres m·
tÙ:,.s cro.1Fms d,JIU "lit progr<:{jiOlJ tlritlmJétùJue.

Et voilà ce quil faut obfcrver) parce que dans Je rhéoreme
d'Eue/ide cité cy- dc«us (§. ;.) (Ous les quo!h:ns fom fuppo(ès être
des nombres entiers. Aioti jufques Jà la méthode que preCerie l!..ù
c1ide

J
fera applicable à touS ces cas, où l'arc fi en une parrie aliquote

du rayon. l\.fais, encore dans ces cas, Îls'y joinr une amre circonnance
qu'il conviem de f~ire remarquer.

§. J 5. Le probleme que propafe Euclide, ,'eH dl! t"Ottvo'/cpINS
g"and COlll1llt11l dn.:ifiur de dm,r nombru mtÙ'ri, 'lui mfollt l'nI'p"l!mÎl'rt

(1Jf1·t l'UX. Ce probleme en réColnble toutes les fois qu'un <.les réfi
dus RI, R", RIII &c.. · . J~" devient = 0, fans que le réfidu précé.
dent R"" foit égal à l'unité) ce qui fuivant,la IftProp. du m~me livre
n';lrrive que lorsque lcs. deux nOll1bre~ propoCés fom premiers entre
eux, bien entendu que touS les 'luoriens QI) QI/, Q/If &c. fom (up..·
~s ~tre des nombres entiers. Or flOUS venons de voir, que ceHe der
niere fuppofition a lieu dans le cas dont il s'agie id, (Oures les fois

que ~ en un nombre entier. Mais, quantaux réfidusR', R", RIII &c.
V

il n'yen Il aucun qui devienne = Q. Tou au contraire,: en confidé·
. lvI m Z rant
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rant la loi de progrelIion des réfidus que nous vcoons de. trouver ) on
voit 1 que non feulemem' ils décroitrcnr fans interruption J mais nu'ils
décroifT..'f11 même plus fortemenr qu'aucune progrttIion géométrique.
Quoique donc cela cominue à l'infini) nous pourrons né.\nmoins. y
appli,}ucr la propofilÎon d'E"didt. Car) en vertu de ceue propofition,
Il fIns grand C'OIlJ/lIJ/IJ divifiur dt A) B, dl m mlllh' fntrs Ir pills gnllld

commun divifmr dt tous lu r/j;Jus R, RI, RU &c. Or ces réCidus
décroîtront en forre qu'enfin ils deviennem plus petits qu'oucune quan·
tité allignablc) il s'enfuit que ft pll/s grnnd commun dir'ifiur dt A) fi,
(fi plut J't'tit qU'flllf1JlIt: fjllfllJtitt '!ffiglU,J.;/r j ce qui HUt dire qu'il n'yen
a poinr) & que par conCèque:m A, fi, étant ùes quancités incommcnfu·
r.ables) /11

A
fang {I = n

fi'''' 1111(" ?1fnTltiti inlltiol/tll.'" ((lutu les flit 'pu '.'nrt' v firn ,mr pm'tu nli
'1"0f~' du 1',lpm.

§. 16. Voilà donc à quoi Ce borne l'uf.,ge qu'on peur faire
de la propdirion d'Eut'/iJr. JI s'agir maimenanr de l'étendre à (OOS

les cas où l'arc t' eft c.ommenf\lrahle au rayon. Pour cet effet, &
pour démontrer encore (}udques aUlrc:s lhéorcme:s) je YilÎs reprendre
)a ruffion continue ,

ung v = ---
J : lI-1

-:-'-----:
3: V-I--s; lI-1

=-7-'::-v---,- &c.

& en (airant 1 : v = ') je la transformerai en
1

rang"'=1D_1
--

3w -1
~
JW-I--7. ~l &c. •
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§. l'. Or, ln rftenl/nt da 'lUOtÙJ1f w) 3 w) 5w &c. nutant

1u'on vot/dm on flaura 'lu'J tJ1 Imre ln rlduBion, pour olloir dei frac
fio!JI '}ui l:t'prim/I-ont ln tflngmte de v d'I/utant plus exaElemrnt 'lu'on
aura retmu lm plilt. grnnd l101Jlbrf du IJllotien!. C'cfi ainG p. ex. qu'en
rercnsnt r, 2, 3, 4 &c. quotiens) on trOuYe les (raClions

1 3W 15w1:-1 J05wJ-JOW

W' 3W:1-I' 15W3 - 6w' J05W"=45w2+~)

= &c.
t

w-r----1

W-I

3w.- a'

§. 18. :\Jais,. prJtlrlnire toutu ~u J'u/IIElio/U m ordrl'J & four
d,moninr ni mimf (l'II/l ln loi de progr1fioJ1 'lU! cuJrnElions ob/ut/ent)
nous pofcrons d'abord

1
[an fT li = =

D w-a

3w - r
~j~w:--a:;;11

en exprimant par n, n', Il', 1/" . _. -a") a"+', 11 11+ l - - - .. &c. les
quantirés qui réCultent des quoricns qu'on voudra amerrce, de (orre
que pour les omeHr.e on n'aura qu'à faire 0) ,,', "fi, . -.. Il'' &c. =o.

§.19. Maintenant je dis, 'lu'mfaiftmt a"+ 1=0, /,1 (rat:
tion fui rf.!/llte de /a redu{/ioll des 'luotims iU'01/ retient) aura ftl formt

A - ma'·
lang v = fi -,_ paN

dam la(/lI~II,. m, n) AJ B n(fint pain! nlftE/tFS I( aN. Suppofons d'a
bord ceue forme comme vérirable, & on démonrrer<l fans peine qu'en
relenan'( encore un quodcnr dcphiS) la frallion qui réCulte de la reduc
üon J aura 1.. mème forme. Car comme il dt:

t

" + l'(2n + 1) W - n
on n'aura qu'à (uhltiruer cette valeur dans la forme propo1èe) & eUe
le changera cn

Mm 3 lang
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A (.n t 1) W - ni - A . 11"+'

·l.ngv=
"+1'B (.n t 1) W - n, B . 11

Comme cette forme eClla même, il Cuffirade faire voir qu'elle en vé
ritable pour le membre n', puifqu'alors cUe fcra vérirable pour tous les
membres Cuivans ail, a"l , aIY - •• &c, Or pour le membre d'il eft

"1
l.ng v = ---

W - 1
3:c'W'--_----,"

Ce qili en fairant la redulHon donne

'3 flf - a'
rang ri = 2 ~/t

3W - 1 - Wrr

la forme celle que nouS l'avons fuppolèc.

§. :10. Ayant donc trouvé
A - ",a"

rang v = B _ pli"

A (ln + 1) W - m__-..:.A,..c.'__".,."-;+:-;'l.ng v = ---
B (2n + 1) W - m - B. 11'"+."

. "+. r. 1fublhruons encore pour (1. la va eur
IJ+I 1_.__

a = - "+1'
(2n. t 3) W- 11 '.

& noUS aurons

(A(2nt 1)w-m) .(211+ 3W) -A-(A(.ntr)w-m). ."+'.
faner &1 - • - - ~...-:

o - (1l(211+ ()w-p) .(211+ 3W) - B-(ll(»z+, )w-p].."+·

§. 2 I. Donc, en fairant dans chacune de ces rrois valeurs de
• 1 .' 1 b ""+1 JI+ 1ranO' v, eO'a es a z-.:r05, es mem ces fi , fi ) il ) nous eurons

la t~rme générale des fraUions) qu'il s'agir de trouver.



2i9
--

A'-,
Il

A (,n + .) w - ",
B (211 + .) w - p'

[A C'lI + ,) w - m] . (2n + 3) w - A
[U ('11 + .) w - p]--:(w+3)"w - B'

CeS rrois rraflions étant pour l'omimon de n") a"+ 1) a" + Z , enes
fe fi.ivenr immédiatement) & on voit (ans peine 'l"f ln troiJ'~'lIIt fi
trollve 11/oYC1l1Jflnt la drux prlcldmta) m!/ortt 'if" fo11 mUl/irai.'1II· é;'
(ou df1101lliJlnteu,. pmI lire calculéfÇpR,t'lIImt. Car le numérnteur de
la reconde fraétion doit êcre muhiplié par Je quotient qui répond à

n"+I) & du produir on (ounrait le numérateur de la premierc frac
tion. Le celle fera le numérateur de la rroificme fcaéHon. Son dé
nominateur fe trouve de la même maniere par les dénominateurs des
deux fractions précédentes•

.§. 22. Pou, avoir mnintmant lu j,nEliollI tlln· minlf!, on
n'aura qu"à écrire en rrois colonnes les quoriens) a\'ec les numérateurs
& les dénominateurs des deux premieres fraélions (§. r7.) & les numé
rateurs & les dénominatturs fuh·ans Ce trouveront par \'opérarion faci
le que nous venons d'indiquer. En voici le l}"pe

Quotiens 1 numérateurs dénominateurs
r· - • • W

Sw 3w • 3w'l - 1

7W qw'l - 1 • qw J - 6w
9w 10SW J - 10W I05W" - 45W' + l'

JI w 9.J5W" - r05W'l -t- J /945WS - 4:!O'l:J 3 + 1 ~w

&c. 1°39 SW S-126ow' +2 J'U/ 1039 jWd"-47ljW" +210W'-1

&c. &c.

c.
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•Ce qui donne les rrtélions

, 3w 15W2 -1 JOrW1-row
-, )' &c.
W 3W2-1 J5W3-6w JOsw"-4SW2+1

dont chacune expri81e plus cxaétement la rangenre de Il) que celles
qui la précédent.

§. :2 3. Or) quoique maiennsnt la regle que nous venons de
donner (§. : L), chacune de ces (raûions peue être rr,)Uvée par les
deux qui la pré.:édenr imméc1i:Hcmenr, il cOllfJimdTfI) pour fUlUr enco

,.~ ici lml ,jj.'tt't j'Îu.l"Elùm) d'en dOIJlU't' & J't'u dimol1/I'u "cxpr'i/ion
git:ir/l!f. Commençons d'nbord par remarquer, que les çoëfficiens de
chaque co:onne verlicnle fuivenr une loi forr lifiiple en cc que leurs
faélcurs (one cn parric d~s nombres figuré:) &. en pareie des nombres
impairs. Les \'Oicl réColus

Fr:'lEHon'(~lOtienr Dénominateur

~~ee \ 5'lV 3,:' 1. 1

3mc 7w 3·S.1v1 2. 3 w
4m' 9W )·5·7W· - 3· 3. 5 w· + 1.1

Smc Il'W 3"9W' 4·3.S.ïWJ+3.SW
Gille 13W l"'IIWIS" - 5'3' ·9W· + 6. S· 7W 2

- r.1

ï me J 5'Z.:J 3····13W'_6.3··-11WS+ 10.S.7.9W J -+?W
&c. &c. &c.

516

1 JW

-16,

I3 W

LI

LI

3· 7 w
6.i.9 w.' -

L 1

2. 5 ft1

3· 5.7 16 ' +
4· 5.7.9 16 ' +
S·S--HW. +

"W,
3·jW

2


, 5 -16' , • • 1

3·-9 W • 

3-" Il W S

3""'3 w1 -
&c.

Numérateur
1

jmc r FU
&c. &c.

Fra[tion 'QEmicnr
Il't

2. <le

31llt

4me

SnJt

6me
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. '§. 24- C ft ohfi, Irltion nOlu fuci/iit Ir Inoien df trOl/fler pOtw

'un! du f~(1E1ioIU ljutlculJ(l'œ l'exJ"'jffiOJ1 gilJérale. SaÏ[ proparee la
1Jri~mt de ces fralhons J & nous aurons [on

Dénominateur

".,.
+w '[("-4).(.. -6). l.3.l""'("-l»)

2·3·4
11- 6

- ....3!:- • [(211-6) .(211-8).(211-10) ... 3.l·" (211-7)J
2.3'4-5.6

'·8+ w -.[(211'8). (211,10)(211,12)(211-14). '-3-l 7 .... (211.9\J
2,3+5.6.7.8 •

- &c.

Numérateur
ft/" '1=w". [1. 3·l.7" .'O(211-I)J - -;:-.. [(211- 4)·" 3·l· 7" .... (211-3)]_. 3

W"' S+._-. [(2IJ-6) (211 - 8) ... S·l·7--· .... (211 - 5)J
':·3·4·5..,

_ w _ [C2l:-8).(211-10)(211-12) ...3.5-7 ..... (2".-7)J
2.3+5. 6 .7

W"'9+ ---[(211,'0) . (211-12 ).(211"4).(2Il,,6).1·3· 5·7-'" (211-9)]
2·34·j·6·7-8·9 .

- &c.

11 nt s','gil donc plu$ '1t!~ d'm JlmolIfrrr l'umver.!dité.

§. 25. C'efl: ce qui fe fera en forte qu'cn admerr:lllt cerre for
me pour lA n,inflt frallion, on cn rl~duir celle de la (,.. - r )ri,,,,t & de la
(11 - Z yitmt J en Cubnicuanr (11 - 1) 1 (JI - z) au lieu Il'.: il. En(ùirc
on procede conformément a la rcglc du §. ::: J. en dçduifam (ant le dé-

MI",. dt """cad. Tom. XVlL N n rlOmi~



nominareur que le numérareur de la 1JtitMt fraaion) de ceux des deux
{rallions précédentes reis qu'on vienr de les rrouver par la premiere
opération. Er par là on doir reproduire la forme de la 11titfflt frallion,
(elle que nous ve90ns de la donner. On voir bien que ce procédé
abourir â érnbUr, que fi ùeux frallions qui Cc CUivenr immédiarement
onr ceae forme, celle qui les fuir, l'nunl également, & que pal" con.
féqucnr) les fraHions de la rable précédente) qui (am les premieres)
ayant cerre forme, il s'en(uivra, que toutei les luivamcs l'aurom
également.

§. 2: 6. Si donc, pour abréger cerre démonllrarion, nous \·OU~

Ions nous en lenir au tcrme général) il faudra néanmoins calculer ré.
parement celui du numérateur & cc1ui du dénominateur, ne fut· ce
que pour fimplifier le calcul. Car du refie '"un & l'autre fe calculera
fuivanr la même regle (§. 21.). Commençons par le dl1Jomil1ntNlr,
& en prenant le 1J.,i.. fflt terme de [on cxprerTion générale pour la "titrlt

fraélion, il faudraégalemenr prendre le 1JJtitmr [errne pour In(Il_IYittnt

fraction) mais on ne -prendra que le (711 - J)tir",e terme pour la
(n - 2/iwJe frallion. On voit qu'il faut en agir de la (one par rap
pon aux dimenhons ~u aux expolans de la lenTe w.

§. :2 /) Or le 1Jjtùm, terme de la Il tùmt fra8:ion pour le dénomi
nateur cft:

.M_..··'mh [( 211- 2 WJ: 2 l.i 211· 2 /IIl·i2n·211l-2) -_.•• - ("1-411l+6)] . [1. 3·5 -. -c 211·21.t,)]

- 1.2.3.4.5 . - . - " . (::lm - 2)

d'où) en (ubllituanr (11 -1) au lieu de 11, on trouve.le 111'imlt (crme
de la (11 - J )tüm~ fcallion

W" :1II.f 1. [(~'J. 2JlJ).(~1J" :lm· 2) .- •••. (:211-471/i +:l (1. ,·5·' - - -(2n - ::lm- J)]M/- - -- .
- 1. ::1. 3..... 5 •• - • - . (':: III - :!)

Et en (ubfliru:mt (11 - :::) <lU lieu de Il) & (111 - 1) au lieu
(1-.; 1Jt) on [rcuve le (111 - J /irme terme de la (11 _ :;: ;ritlfle

f[a~1ion.

Mil



1 W"·!Mt~. [(~'l' ~ m).(111.2111-2)- ... --(21J-4n:+6)J . [I.? 5•• - _. (;'1. 21ft· I)JM'- ,_.- - .
- '.2·3·+5···· .. (2m - 4)

Or par la regle du §. :1 1. il doit êrre
M =(211 - 1) w. 1\1' - M"

cc qui (;lit que nous pourron5 débarr:lJfcr ces troj~ expretTions de rous les
falh::ur:>J qui leur fonrcommuns, cn l~s pOf3t1r =P. P<!r li nQLS allrons

P. w. (~1l-2m-t-2). (:1J-:m-!-l)+ 1\I - -_.--'~
- (2m-2).(2111-3)

1 P. (2 n - 4 fil _+-'--c4è!.)+M- -
- (2111- 2). (2'" - 3)

_ 1\1" = P , w.
Ou en [airant

P
('III - 0) . (0'" - 3) = Q..

il fera
+ ill Q.w. (,n - 2m + 2) (!Tl - 2f11 + J)

+ ~-1' - Q. . (,,' - 41il + 2)
M" Qi<' . (2m - 2) . (2", - 3).

De là) cn l11ultipli.mt c[tuc!lemem, on aura

(ZIJ-')fc:).11 = Q:,:.(~iJ:'- $)mn +6i: +-i-m-4)

- ;\1" = Q-:u. C-+1lt'3 - 101/; + 6):
donc

(2IJ-l)wM'- ~I/I= Qw (.p/1_ g n.fIl +6:1 +4111'- 6m +:).
M"is il dl: :Iufli

l\1=Q!u .(z 11-.1111+~ )(2 ;;-:~ mft)=Qu'(4'i ~.8Tlflit6:i"!" ..J.1Jl2. Gmtz ).

Donc ces fieux valeurs émm les n~êmcs) on ,'oir qu'i! cft

M = (211 - J) W . M' - ~l",

l' n •• •
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& que par conŒquem la forme, que nous avous donnée lU tenne gé
néral cH reHe qu'elle doit être. .

§. 2 8. Paffons mninrcnanr au numlroftur. Le m,ittnt terme du
nUAlérareur ùe la lJ,ifnit fraél:ion doit être

_w"";'. [(,n-,,,,). (,,,-Onl-o) (0 ,,- 411/+ 4)], [l, 3,5 , ,(,n - 2111 j 1)]+N _ - --."-'é-'---''---=-'-'-'-''
1.::.3.4.5 (2m - 1)

d'où) en [ubnimanr (11 - 1) au lieu de Il) on aura le même 1Jl,ittnt tcr·
me: pour la (11 - 1~tjtllJt fra8ion,

~,,_W"' 'm, [("'-'''''2), (0/1-2 "'-4) ... ,.(",. 4'" t,)], ['-3- f ..... , (211- 2nt -J )]
+,~ - ( )1.::.3.4.5 2111 - 1

Et tn fubflituant (11 - 2), Cm - IL au lieu de n,1ft) on aura lt
(ni - 1)tiwu terme de la (Il - 2 Yitlllt frattion ,

_N"_W"''''1 ',L( 2/1" '''-:) , (" 211-:"'-4), ,(O/l-4111t.!)]. [1. J. 5'" ... (,/1-,,,, -1 )]
- 1.2·3·4.5 (21/t - 3)

Donc) en parant les fa~lcurs communs à ces rrois exprcffions = P,
nous aurons

N _ P",. ('/1 - 011/) • (:n - 0111 + 1)
+ - (om-I).(''''-2)

1"- P. (,n - 4'" -1- .)
+ - (o"'-I).(om-,)

- Nil - P10- ,
ouenf,ifant P =Q.. (''''-1),('111-'), ilferl

-1-N =Q.1O.(211-,,,,).(211-'"'+')

+ N' =Q.. (.n - 4'" -1- ,)
- Nil = Q1O. (2m - 1) (lm - 2)

Mais il doit être
W =(v, - 1)10 • N' - Nil,

donc



donc, en {ubfHrullnr l~ valeurs trouvées, on aura

(2n - J)w N' = Qw . (.fnn - 8n /IJ +2n +4"' - 2)
- Nil =Q.w (4/IJ· - 6", + 2),

donc
(2n - J) w N/- Nil= Q w (4n' - 8" 1/1 +2/1 +4"" - 2/1'J.

Or la même valeur réfulte de

N = (2/1 - 7Il). (2n - 2", +'1). Q....
Il s'enfuit donc de là, que la forme du terme général cil: relie qu'elle
doit êrre.

§. ::!: 9. Reprenons donc les exprcQîons générales que nous
avons données au §. ::4. & divjfons celle du dénominareur par fon
premier [crrne, & nous aurons la fuite

.." 2/1-2 ..'. (2/1-4).(2"-6) w" (2,,·6).(2/1'8)(2/1",0
1 - -;- . ;7,'=ï +2.3.4 .(2/1-1). (2/1-3) - 2.3.+ 5.6 . (2/1· 1) (2/1. 3 )"'(;-2-n-.5"')

.... (211- 8).(2n-Io). (2/1-'2). (21'-'4)+ -. - -&c.
2.3+5.6,7.8 (2n-I).(2/1 3).(211-5) (2/1-7)

ce qui) en (ubniruant v == w", & en paCant n == 00, donne:
VZ v" Vii

1--+ - -+&c.
2 2·3.4 2.3.4.5.6

qui en le colinus de v) & par con(équem le dénominateur dom nous
nous Commes fervis (§. 5,) pour trouver Ics qUOIiens W J 3w&c.

§. 30. Oivifons encore J'expreflion générale du numérateur
(§. ~4') prlr le meme premier tcrme du dénominarcur, & nous aUa
cons la fuÎte

w"- w·' . .:':-4 + W·'_.(2/1-6). (2/1-8)
2.3 2/1-1 2.3+5 (2/1-1). (2/1- 3)

w" ('''-8).(2/1-10).(2''-'')

- 2.3.4.5.6.7'(",-.). (2/1=-3). (,/1-.5)
+ &c. ND 3 c.



Ce qui encore dènne pour n = 00) la fuire

l ,+ 1 &rJ - V VS - c.
'·3 '·3+1

qui dl: = lin v, & partant le numérateur, dom noils nous Com·
m<s f..vis §. 5·

§. 3 r. On voir encore par là l 'l"t, tJfltlqt:" grand que puiffi
étn le IwimÎcr terme du deux fonnu/t'i gédr.'1kr (§. ::!..J..) k [tcond ter
1JIi, &..1 eI1COl'e pll!J la jitivflm,jàont n011 !L'uùmmt plus p,'lits) ilIais me"-

1 'f 1] , . 1 1 C'~ t··' .nu 1-' m' peU S 'litt Il .) l -- 0 c. Fnr le (j1J pyenller talne.
2 '·3 "3· ..

Mais, cn u.lbnituant pour Il (uccelTivemcm r, 2) 3) 4 ~:c. à l'infini) le
,rn/ûu temu, comme é[:tm le produit d\mranr des Domb~cs impairs r.
3.5.7 &. C. crOHI".1plu.rj/JJ'tlÏ1Jrilt 'lII'/llICl! /Jepr(lgl'~(/i~;} gt.~'Jil'·trùl'lI! Cl'oiJJim

U j on voit cncore fju<!, 'lunÎ'!uc le ~)4,6 &-'c. t"muftit fimfll'r1EIif, ct'Ia
l1"~mlh:('ht! pflI 1U.' Id fimU/u des fcr1!lu Th' (r(){q~ plus [orfallt!::t 'l,t',U(C/{.
lU' prnfTn:f/ù':1J géOli'J(lrÎtl'te croifflll!t. Et c'eft cc que j'ob(ervc ici , par
ce qu~ j'en f..:r:1i ur.'lge dllns la fuire de ce Mémoire. En vOici d'abord
un) qui fe pr~femc.

§.3::. ns'agit d(' détcrml1Jer ln loi, jùit.:rl11t "''luc/Ie lufrnflio/U

1 3W I5 W2 - 1_, ,~ --) &c.
'W 3w1-1 15W" - Gw

,'pprocfJ!'JJt de 1,( VIt/CUI' dl! /ll t.71Jgmtl!? Pour cet dfcr) nous n'aurons
qu'à foultraire chacune de celle qui III fuir} & ks rélidus feront

1 1
- , 7(-""'~·-)~~(~~3-·--> &c.
w,(3W1.-1) ,W -1. f5w -Gw)

Ces r~fi.dü5 font voir cle combien chacune des fraélions ell plus gran
de que cdlt qui la précerlc. Mais fairons voir gén~r3lcmenr 'lUt tous
lu l1Ullh'rufttIJ'S Fmt = J) &~ 'lUI! tOUf la dàlomùlr/tmr.r fimt /t: pro·

duit de Ct'ux da deux ji'.7c'li01lS dOllt cu riJidus 1//(wQUefJt la dijférmce.
. §.3J.
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§. 33. Pour CCt effer, nous reprendrons. les rrois formules gé-

nérates que noUS avons données au §. 21. & qUI fom

A

n'
A (, n + 1) ru - ",

1l('''+J)ru-p'
[A(,,,+ l)ru-rlI] (,,'+ 3) fil-A
tH (,,'+ 1) w-p] (,n+ 3) w- B'

Or) foul1raianr la premiere de la reconde) le réfidu (era

_ Ap-BnJ _
- ~[B(zn+J)w-Fr

Mais le numér:ucur de ce réfidu dl:: le même qui réCulte de la roul
rral!Hon

Ap-llm
B. p-'

•1/,-A
Il p

Or ~ étant \a fraaian qui précéde la fraélian ~, on voit que le
p

numéI1ueur de [Cus ces rélidus efl: le même) & que le dénominateur
cilie produit de ceux des fNlélions) dom ces réfidus marquem la dif-

D • d' d'''' IIJfécence. one, a commencer une es 1r:l",uOnS - quelconque, les
p

réfidus feront
,
-,p.n

l

il [n (: 11 + J) .u - p]
&c.

§. 34. Obfervons maintenant) 'lut' fous ct! nJidus ftnnl njou
tlt ù ln prmJirrr !n/E!ioll) Ip/Oll nlet PfJlO' Ilflfi' l II fimmt' t'xpl'imera
toujours/a tIti/omit de v, li/fortt fu'm C"JlI'al ilfi'I"l

tang



• •
.", 1 J . ~

Il\tlgv= - + B + Il [B( '+) . J+&c,p p. .., . 211 1 w - P

& par :conŒqucnt

~ + ' - :-:""è-:-c...,........~""7tangv= ... '''(3''''-1)+( ')( 36)+&c.- _ - 3w -1 . '5w - w ,
5'u 1

,ang v= 3w' _, + (3w·~,i----J")""""(;-I·-5-:W""3;---6:-w") + &c.

!5w 2 -1 1
rang v= '6- + F(........""7'-6~--7)'(----",----,-;t- +&c.l,SW - 'lU Ij'lU - 1(1. JOjW '451U~ ,1)

&c.
On vcü donc par ce que nous avons nif (§. 3 r.) 'ltl( fOllft'! Cff lùit,·!
font·p/us <OIJvprgl'l1tet) 'lue ne l'~Jl fll/(UIU' prngr<f/irm glolllltri'lla dl
croiQ,'wtt. Soir p. ex. t' = W _ r) &. la tang\:ntc de cct arc {era
= 1> 5 j Hon' . - - - ,

+ 6 .. 540+'
9. 6',

,-,+--:-
- 1 ... .. ,

+ - + &c.
j879.71187 71187· "474'6

Er pour tOUt arc v <: 1, on aura une fuite encore plus convergente.
• •

. §. 3$. Faifonc; maintenant tv = w : ((>, v == ~ :W J de fone
que 0, Cd roient des nombres enders quelconques, premiers cOIre eux.
NOliS n'nUY011! 'Ju'à jù!llitlUI" (U lIn/mrs, & ilfiY4

§. 36.

-~t>

9W - &c.

rang (~) = -~:!:-_~ _

3'" - ~q; -
1'" - ~q;
~~-

7w -



• ..

&0.

§. 36. Enfuite /afrlléJiolJt apprachO/Jtu Jt III IIn/tfI' Jt ttrng.

o ji'Dm

'" 4' ,wll' '5w'II'-II" 10Iw'II'-,ow0'
- -- -- &0w' 3~11.-<l>') J sw l -61>'w' IOSW· -4SW1.a>2 +~4) .

de COr[e que deulC de ces {raflions quc:konqucs, qui Ce fuivcl1t immé.·
dia(cmenr J étant

-,
P
A
[l'

ceUe qui leur fuccede fera

A (: /1 -+- 1) W - "'0'
fi (:/1 -+- ,) w - J'Ill"

§. 37. En6n lu diffinnuJ dt Ctt frnl1io;uji:"Ol1t

0' qJ'
W-;-"(3-',,;;--,'::-q>') > ("3"'W"-"'q>:-;'"-;:)--;('-'-IW:-'-'- 6 .';p')>

If ln

11> 0 0' 11>'tang- - - + + -7';- +&c
w - w .'(3 w'-(/)') (3W'-;P').(ll""-6"'~') .

0,. je fJù tJlI~ Clltl trU/gmtt Ile jàn imuù cO"lIJulifurnMt nu "njon,
'JuIls 'lul"fiimr la m)1!lf."a mtiuJ WJ q'J.

§.. 38. Pour démontrer ce rhéorcmc, parODS

4' M
tang w =P'

.de (Oftc que M, P, foienr des quanrirés exprimées d'une façon quel
conque, même, fi l'on veut par .Jes fuites décimales) ce qui pourra
tOujours fc faire) encore: que 1\1, P, (ulTent des nombres emicrs, cu

Milil. dl rAcu. TOln. XVU. 00 on



M : D = p.,
P : D ='Ir,

on voir que M, P érant fuppofées être des quantités irrarionetles, leur
plus grand commun divifeur (era pareillement une quantité irra(ionel~

le) d'clucane plus perirc, plus les quotiens ".) 7r) feront grands.
§. 'II.

,
cm n'aurait qu'à mulciplier "un & l'autre par quelque quanrité irratio-

neUe. On pourra encore) fi l'on veut) fuppofer) ~I = lin rp)
w

P =cof ~, comme nous l'avons [air ci - delrus (§. 5.). Er il efr
w

clair que, quand même la rang 0 feroit rarionelle 1 il n'cn feroir pas
w

roujours de même du fin (l) & du cor (l).
w "'

§. 39. Or la ["llion
M
p

exprimant exaacmcnt l:.1 tangente de <Tl elle doir donner [OYS lesw'
quoticns w) 3 w 1 5w &c. qui d:ms le cas préfem font

Cd .3'JJ SW 700+ (l)' -'qï' + qJ' - qï' + &c.

§.40. Enruire, fi la rang (l) ell ralionelle il cil clair, que M
w

(rra 1 P comme un nombre emiee #Jo à un nombre cmier 71') de (orre
que fi fA) 7T,J lom premiers enrre eux) il fera

M : p. = P : 'Ir = D,
& D fera le plus grand commun divifeur de 111, P. Er comme il cft

• •rcclproqucment



ce qui donne

. §. 4 r . Voi1à donc les deux ji'ppofitio11I dont ilfnudra !17;re voir
l'in~ofJ1pnti/;ilitf. DiviCons d'abord P par M, & le quotient dai[ ê~re

= w : <p. Mais comme w : cp en un nombre rompu, divifons cp ~
par J"I, & le quoricm Cd fera ~tuJlle de Cd : 0. JI en clair qu'on pour.
ro. le diviCer par CPl quand on voudra. Ici nous n'en aurons pas he
foin l puisqu'il nous fuffir qu'il fair nombre emier, Aianr donc, en
di\'i(~m /pP par M, obtenu l~ quotienr w, foie le réfid~ =R', Ce
réfièu fera pareiHemem lZ>lupk de ce qu'i( aurait é[é, & c"eft: dequoi
nous tiendrons compte. Or, comme il ell P : D =." l nombre en
tiel', il fera encore cpP: D = (1)"', nombre entier. Enfin encore R':D
fera tm nombre emier. Car l puifque

ClIP =wM -+.- R',
il fera

~P wM R'
D = D + D·

Mais
il>P : D = ifl",
wM: D = w/A.

donc
R'

111" = wl'- + D'

R'
1) = fT; 11' - W P. =nombre entier,

que I~US poChons = "" de f0rre que

R'
- riï)_.

Donc le réfidu de III prcmicre di"ifion aùra encore le divifeur D, qui
cft le plus grand commun di\"ifcur de ~I, P.

§. 4 2 • Pnffons encore à la fcconde divifion. Le réfiJu R'
étant iI',upl' de.cc qu'il [eroie li on avoie divi[é p. au lieu de cpP, par

00' M• •
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R"
+0 0

M) il fllU<fra dans ceUe reconde divifion y .voir égard 1 cn divirant
il> M, au lieu de M) par RI, afin d'avoir le recond quotient) qui eft
--; 36V : (1). Mais J pour évirer encore ici Je quotient rompu, divi
thns ~2M par RI, afin d'avoir le quotient 3"") nombre cmier. Soit
le réfidu = R\ & il fera

!p'lI-! = 3"'R' + R",
donc cn diviCant p:lr D,

!p'M _
D

Mais il cft
0'M

D = q> ~ fil = nombre entier,

3 01R' _-n- - 3 wr' = nombre enticr,

donc

ce qui donne

301"+
R"
1)'

R"
D = <p'm - 3 w,.' = nombre entier,

'lue nous poferons = yi' J de forte qu'il {oit

R"- _,11
D - 0

Donc le plus grand commun divifeur de M, Pl R', l'cn cncore du fe..
tond réfidu RN,

§. 43. Soient les réJidus (uivans _. - RI/I, RIY ••• - •• R·,

R"+\ R"+)· _., qui répondenr :lUX quotiens ~tupl!f - - 5w, ?'JI· •••

(2.-1)01, (2. + 1)01, (2.+ 3)01""", &ils"gil~démon"
Ircr



•
••

fi
uer gln~"temerJr) que fi deux nfidus quelconques RU) Rtl + 1J qui
Le fuivenr !mmédiaremenr) ont encore D pour diviCeur J le ré1idu {ui
vant J{."+l l'aura ~galement) de (ortc que fi, en (airant

R- : D = ," ,
R"f-I. \) _ n+1· _ r )

,") r'!+ 1 font des nombres emiers, on aura encore

R"+s . D _ "+1· _ r )

nombre enrier. Voici la démonftrarion.

§.44. En divif.nl ~'R' par R"+', le quorienrfera (:. -1-1;'"
=nombre entier, & le réGdu étaoc == R'I+2, il fcra

~'R' = (:. +:) W • R'+' + R"+',
donc en divifant par D,

~'.R' _(:n+I)".
D - D

Mais il cft
l'P'1IR·
...... D =~'r· = nombre entier,

(:. + I)W. R'+'
D = (:. + 1) W ,'+'= nombre entier,

don<:
Rn+a

~'T' = (:. + 1) "' ...+. + -D'
ce qui donne

RU+'
D =~s .r" - (:n +I)W. "~+'= nombre entier = ,."+1 .

El <'cft ce qU'il. faloir démonrror.

•

00 3



§. 45. Or nous avons vu que r', r" {ont des nombres en·
riers (§. 4 r. 4-Z.) donc QUm ri") r'v) ....• r" ~ .. ~. &c. à l'infini fe·
ront des nombres entiers. Donc indifféremment [0us les réfidus R',
RII) RIII. ~ - • RN. - - &c. à l'infini auront D pour commun divj(eur.
Trouvons encore la valeur de ces réfidus exprimée par l\1, P.

§. 46. Pour cct enet chaque divwon nous fournie une équa·
tian J cn ce qu'il cil

RI = !pP - wM,
RI' =<p~M - 3w. R',

R,'II = q>' RI - SW. Rit,
&c.

:Mais obfervons que) dans le cali dom il s'agit) tes quotiens Cd, 3 rd,

5 w &c. (am alternativement pofitifs & négarifs) & que les fignes des
réfldus Ce fuccedent dans J'ordre - - + +. Par làces équa
tions fe changent cn

RI =wM - !pP,
RU = 3wRI - !p'M,

RIIJ = 5w1V' - q;,3R'.
RIV =7 WRIII - ~'RU,

&c.

Et ·en général

R"+1 = (-zn _ J)w. R"+f - q>'RII'.

D'où l'on voit que chaque réridu· fe trouve, moiennam les deux précé·
dens, de la m~me manicre que les numérateurs & les ut:nominareurs

des fnElions approchantes de la valeur de tang !p. O, 36.)
w

§. 47, Faif:mt donc les fubfl:itutions que ces équations indi·
quent) afin d'exprimer toUS ces réJidus par M, P, nous aurons

RI



·R' = wM - ~P,

R" =(3W'-~')M-3W~.P,

RI" =(ISW'- 6w~') M-(ISw'~-~')P,
&c.

Et ces co;:fficiens de M, P, étant les numér.ncurs & les dénomina-

leUlS des (rallions ,rouvées ci· ddfus pour la ..ng CP, (§. 36.) on.,
voit encore qu'il fera

M ClJ, RI
P - w = wP'

M 3~~ _ R" •
P - 3w' - CP' - (3w' - Ill'). p'

M J5 w'~ - Ill' _ R'"
P - 'SW' - 6w~' - (J5W'- 6w:!l')P'

&c.

§.48. Mais il dl
M
P = lOng ~.

Donc (§. 37.34.)

M Ill_ ~' ~,

p - w- W(3W'-~')+(73:C'W"'....:_'-~=,)~.""'(,-,..,.lw='-6;-w:C'~;;:;"<') + &c.

M 3w lll _ CP'
- - - ;-c:-c:-"'=.,----,----;---;:--::= + &c
p 3·J'-~'-(3W'-cp').('lw'-6w'P') .

&c.
Donc

RI CP' CP'
wp = w (3w' -~') + (;-3-"'-::'-'-"-:~~''''')''''.-;(''''IS-w-.-,----:6 wCP') +/Xc.

R"



• •

+ (15W'-6W0') (losw'-~)"":p'+iZl')
+ &c.

en omettant " ~, 3,4 &c. des premiers termes, & en muliipliam b.
fomme des [oivans par le premier faneur du dénominateur du premier
terme qu'oo retient) &. par P.

§. 49. Or ceUe fuite des diffé.rences efi plus convergente que
ne l'ell aucune progreŒon géométrique décrol(fanre (§. ~.J. 3f. ).
Donc les rélidus RI, R", R'" &c. décroi(fenr en foctc qu'enfin Ils Je·
vÎennent plus petits qu'aucune quantité aHignab!e. Er comme chacun
de ces rélidus) aianr D pour commun divilèur, dl un muhiple de D,
il s'toruit que ce divifeur commun D dl: plus peril qu'aucune quamÎté
affignable, ce qui fAit 0 = 0, & emporle la cODCèquenc:e, que (M: P)
ell uhe quamité IrIcommenfunble i l'unité, ou irr,uionellc.

§. 50. Donc toutu lu foir qu'un arc tU Ctrc!t = 0 fira (om.
W

mmJûrfl!J/~ f'li rflJon = " ou rationaü, ln tnllgmu dt Ctt nrc fira
"'U (floU/titi ÙJCo"lIIuwftrnb/~ au rn)'ol/, ou i,nrtioml/t. Et .. ciproque.
menr nrtCUIU tn"gmtr ratiollrl/t U'tfi ccl/I! d',m fiT( rntiorul.

§. 5 f. Or la tangente de 45 ° étam C3tionelle) en ce qu'elle
en égale au raron, il s'enfuÎt que l'arc de 4S o dégrés, & panant

tulfi

RI/ "" ."
~~~-- ~ ~&
(Jw'-0')P-(3W' -0') . (ljw' _ 6w0')' c.

Ft'" q,',..--=---- "'--"--'-7'=:---"---~-"'-~+&c
(15W'-6w0')P--:- (1 5W'-6W~' ).(105W'-45W'0' +0') .

&c.
Ainli (OUS les réfidus le trouvent moiennanr la (uite des différcnce5

(§. 37·)
o 0 0' 0'

!log - =- + . J "") +(",--;,--,~,;-;)""",("-"""",--:,,,,-c=
W W "'S" -... 3'" -0 15 W - 6w 0')

1[) ,



aulli l'arc de 90, J 80, 360 dégrés, en incommenfurable au rayon.
Donc ln drconftrma du etrcle n'l'fi poh/t nu d;ornrfre comme tin 1!(l1!l/Jre
r11lù,. à UII'lIombre mt;er, Voihl donc c:e théorcme en forme de co
rollaire d'un autre (héoréme infinimenc plus uni"errcl.

§. $2, En effet, c'en predŒmenr cerre abfo1ue univerfaliré,
dont on peur avoir lieu d'être (urpris. Ourrequ'cllc nous fair connr,i·
tre combien les' quanrirés circulaires fone rr~nfccndenres 1 elle nous
fair encore voir, f/llt lu tl111gmtu rationellu fT les nrcs rntiouels lU

fimt pns dijlrilJllis pm' toult, ln circouférence du ct'l'cle, dr fnfrJ/1 c"mme
s'ils Itaimt jtt/II dU hl1~nrd, mais qu'ilfuut qu'il (y trou",e lm cnt";,,
ordre, & 'lUt ut ordrt lu tmpél he defi ,·t1Ir01Jtrer j/lmnù, Cet ordre
mérire, (ans conrredir) d'èrre connu plus cn défail. Voions donc juf.
qu'où il (era polfiblc d'en déterminer les loix. C'cU à quoi aboutiront
les théoremes (uivans,

S3, D'abord on r~it que, deux tOllgmtu Itaut rl1tiomlla, 1"
tnugmtt d,- Iii jiml1!u & allt d~ ln d,ffi/rmce de !t'un arcs fimt Iga/munt
rlltiouelln. Car il efi

fw + f~
nng (w + 'li) = 1 _ tw . l'li'

nn~ (w _ 'li) = f w - f~ •
o l-+-tW.tq;>

§. 54, De là il fuir) 'lu'tmt f01Jgt1Jft e7nnt "otionrllt, Itr tm,.
gmte d'un 7Jlultiple 'lufko1J'1u~' de fim arc firn 19n/f1nmt ,'afiollflle.

§. 5$. l\1:lis au contraire, une fo"gmte étfl1lt rationc/lt, Ofll'lInt
pnrt;l'nlùl'rott d"flm Irrc ,J'rI/O,lmJt tnngt'J1te rmioml/l'. Car l'arc pro
poré é(ant muhiple de chacune de (es panics aliquotes, il eH clair
que fa tangeme feroir rarioneHe) fi celle d'une de [es panics aliquotes
élOi, rationelle (§. 54.).

§. $6. SI ln tm:gmte de chncrl11 de deux n,.u l'ommmjùm!JIn ln·

t,'t tl/X tfi "ntioneJ/e) la tangente dl' ln plta grnllde commll11f! mtjio'~ dt
Mir", .It rAc,J. Tom. XVII, Pp ca



~11 Jeux I7ru fird /gnlemtnt rntionelk Soient w, qJ, les deux arc;s pro
pofés. Or, étant commeoCurables, il fera w il cp comme un nombre
entier 111 à un nombre emier 11. Soient ·ces nombres m,lI, premiers
entre eux, & l'unité ièra leur pfus grande commune mefure. Fai
fant ..donc

,/'lj-,

tr'lj-,

t,.II~)

•

•

w = m;/l.
~ = 11;/1,

& l'arc 4J fera la plus grande commune meCure de! arcs w) <p. Orje
dis que 1:J tang ~ fera cêltionelle. Soir fil >- 11, & en fouHrayant 11 de
m autant de fois qu'il fe pourra, fair Je dernier rene =r, lOutes les
rang C,n -11);/1 = t (w -1/)), lang (m - 211:)-) = t (w - 2rD), &c.
tang r4J, Cerom rarionel1es (§. S3.). SouHraîez l' .de 11 aurant de fois
qu'il Cc pourra 1 foit Je dernier rélidu =rJ• Souffnkz encore ,J de
,. aurant de fois qu'il fe pourra, fait le dernier rélidu,.u &c. Et en
conrinuanr de la [orte, vous parviendrés à un réfi.du =l, les nombres
m,lI érant premiers cmre eux. (ElIc/id. Pr.l. Livr. VII.) !'Iais par le
§. r 3· routes les r::mgentes

, (III - 11) :)-, , (m - 211) lj-

, (11 - ,0) lj-, ' (11 - or) lj- • • • •
, (r - ri) lj-, ' (11 - 2r') lj-

&c.
• • • • • •

feront rationclles. Donc &c.

§. 57. Toutes ces tangentes pouvant être trouvées par les
rang w, tang <p) làns qu'on en connoilTe les arcs (§. 53.) il en clair que
de cerre maniere deux tangentes rationelles quelconques éram données,
on rrouvera fi leurs arcs fout commenfur2.blcs entre eux? Mais fi les
arcs nc le fom point) Je travail feroir fsns fin.

§. 58. Duo; Fnrtiu n/i9l1otu d'un nrc 'l"tlcon9t1f niant'du tnl1~

gmtrr r.ltù,m:lln, jt' dit 1"~}" tn"g~ptr dt ln phu grandt COn/mt/lU 1l1e
Jiire de çrs dlUX portia. Il/Ùl"Otll fera pllrtil1wlint. rationel/r. Ce théo·

rerne
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reme fuit'immédiatement du précédent (§. 56.). On n'a qu'a fe fou:
venir, que deux arcs W , cp, qui fom des parries aliquotes d'un arc A,
fom commcnCurables entre eux.

§. 59. De la même maniere, fi nutnnt dl! pnrtia aIÎ'lfictud'lI11
nre A) 'lue /'011 voudra, 011t du tnngmtu rntionellu) ln tangente de
j'm'c, 'lui (fi/n pll1! graude C011lmll11! flldifre de us pm-tùs nli'1tJotu,

fiJ'(l 'ga/munt ratio1t!!/(. Q!J'on prenne deux de ces parties 1Jliquores
w, cp, & foit leur plus grande commune mcfure =;J.., & la rang ~

fera r:\tionellc (§. 56. 58.). MaÎs ~ éram pude aliquore des arcs w, (p,
qui (om panies aliqumcs de l'ue A 1 il dt clair que 'ijJ fzra parcie ali
quote de j'arc A) & qu'au lieu des arcs w) <P 1 on peur fubfhrm:r tP,
en comparant 4J avec une des autres parries aliquotes de l'arc A pro
parees. On continuera de trouver leur plus grande commune meru~

re, dom la tange.nte Cera également rationellc. &c.

§. 60. Nommons t,mgmte prt"l1Ji(,.~ roure tangente r3tionelle,
qui Coit celle d'un arc, dom aucune p:mie 3Jiquore n'aic une r3ngence
rarionelle.

§. 6 r. Telle efi p. ex. b tangente de 45 0 • Car, fait n un
nombre enrier quelconque, [Oure rang ('H : 11)° fera une des racines
de l'équaüon

11-1 11-1 n-2 n-I n-2 n-3
o=l-nX-fJ. -x'+n. -. -X' +". . .- .x'

2. 2 3 234

11-1 n- 2 11- 3 n-4'
- n . . -- . x S - &c.

• 3 4 5

dont les coëfficiens font les mêmes que ceux de la formule binomiale
de Nlwton) & dom les lignes changenr fuivanr "ordre - - + +.
Mais) pour [QUt n nombre entier, cous ces coeffi.dens (am des nombres
entiers) & (outc

tang (4~O) <: r.

Pp • Donc
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.ponc, fi une- ou plus d'une des fang (45 0 : n) émir rarionelle J elle fe·
roir une/rf/Bion rationclle <: 1) & fi cela émir, tOUS les co~tficiens ne
{auraient êrre des nombres emiers. Mais ils le font. Donc &c.

§. 62. Unt tmlgmtt premitre 'luelconqut Itallt propofre, il n'y
" que les IJJU/tip/fI dt' [on arc 'lui "ymt du tf111gmfrs rlltioml/u, à "('x.
cltlflQIl de tOltI 1er nfifrer nrcs fui lui flllt c011lmmjùr"blt'S. Soit tang
CAl premiere) & m) '1, étant des nombres entiers premiers corfe eux,

fuppofons que la rang (!!!..!JJ) puiJfe être ralionent. Or l'arc ("')
11 . n

it3nt la plus grande commune rncfure des arcs w) & (m,~)) la tan•

•
[tente de ~ Ccra rationeUc (§. 56.). Mais ~ étant une partie aliquo·

u u
le de w, la rang cu ne feroit point prerniere. Ce qui étant comre "h)'-

porhcCe, on voit qu'aucune fang (:1w) ne [auroit être rationelle.

Donc il ne refie que les multiples de w 1 ùonc les tangentes feront ra·
tiollelles (§. 54')' Voilà donc la railon 1 pourquoi ceS (orees de tan·
genres mérÎlenr le nom de premieres. Elles rdfc:mblerH en quelque
fa50n aux nombn:9 premicrs, en ce qu'il n'y a que leurs multiples qui
fO~nl des nombres emiers, &c.

§. 6). DftlX' tangen/u prenlieru ittltlt propoflu J J~' Jir '1"l'
ItllU (l'CS jOll! ÙiCOilJ1nmjiO'av/tS m!re eux. Car foiem tang Cd) rang cp
premieres, & fuppofons que les arcs w, (lJ puirfenr êrre commeneu·
rables entre eux. Ils {crom donc comme un nombre cnder m à un
nombre entier n. Donc

q,=
mOI

n
•

n '

01
Donc (§.62.) parric aliquote dc w, aura une tange1'lre rationeHe



• jor

de inême que cp pilrIie aliquote de cp. Donc t ~) t:.tJ} ne fcrent
m

point premieres. Ce qui éu.nt conrre l'hypothefe l il cil clair que les
arcs w) cp) ne lauroiem être commcnfurables emre eux.

§. 64. Aillji tous les arcs dn tnngmtu pl'fl1JÙrUfont inc()11l"
mmfurn/;/rs t'J1fraliX. Car, par le Ihéoreme précédent) ils le (ont deux
àdeux, combinés d'une façon quelconque.

§. 6 r. UnI' tn1Jgmfl' rntio/ul!l' 'lut/l'onflll') 1ui lU ftit for P'"l'
mitre, ét01Jt pr0f'(lfi~l', je dis 'lUt fll1 flI'cfirn "'} mu/tiple' de alui d'unt
tnngmtl' p,-(1/lùre. Car cerre 13ngemc, rouie ralionelle qu'clle dl,
n'étant poim premierc) ce nç peut être que parce qu'il y a ùes par~

lies aliquOlcs ùe fon arc 1 dom les tangences roient rationelles. Soiem
IIJWWW

ces panies aliquotes -) -) -) - &c. dont le nombre efi polè
ln n P '1

comme étant fini. Or, comme nous les prenons roures, il faut çue
celle qui ell la commune meftlre de toutes les aurres s'y troU\'e autTi,
tandis que par le §. 59. Ca tangente cft parcillement rarionelle. Qu'el.

le foit ~, je dis que rang ~ ell premiere. Car, fi elle n'émit pOlS
r r .,

premiere) les tangentes de quelques unes des parrics aliqumes de

(~) feroicnr radonelles. Or ces panics aliquores de (~) érane

également parries aliquotes de l'arc propoCé w, il ell: clair qu'elks {è.•

. d"! 'r dl' l' fol fol folrOlent eJ compnles ans es parues a Iquotes -) -, - . . ~ _
III n p .

&li ) &. que parconCéquem W feroit pareillement leur plusgrandccom~
r r

fol
mune meCure. Ainli Ceroit meCure de Ces parties aliquotes. Ce

r

Pp 3 qUI



qui étant abrurde; on voit que rang

. w
multiple de -. Donc &c.

r

w
- cft premiere.
r

Or", eft un

§. 67. Voilà donc tOtitu lu ftl1Jgmtu "."tio1Jt'lln ranglt! t'fi

etrtninu cln/Fu. Elles (om ou premieres clles ~ mêmes, ou elles dee:
cendent, pour ainfi dire, en droire ligne d'une tangente premiere, parce
qu'il n'y a que les multiples des arcs des tangences premieres qui aient
des ungenres rationcl1es (§. 6::'!.). Or, s'il n'y avoit qu'une Ccule ran~

genre premiere 1 toutes les tangentes cadoncHes en dériveraient, & rous
leurs arcs {eroiem commenCur",bles entre eux. Mais il s'en faut de
beaucoup, qU'I\ n'y ait qu'une fcnle tangente premiere. Car elle de·
vcoir êrre plus perÎle qu'aucune qual1cilé allignable. Donnons lui,
pour rlémonrrer cela, une gr",ndeur finie =rang 1>. Er il efi clair
qu'il y aura des rangentcs raüonel1es plus perires que r:mg~. Si ces
tangences font premieres, rang cp ne fera p3S la (cule qui fair premiere.
Si elles ne (om poinr premieres, clics dérivcnt d'une ou de plufieurs
tangentes premieres, en ce que leurs arcs (crone des multiples de ceux
de ces rongenres premieres (§. 65.). Ainfi Il}' a plus d'une, plus de
:z, 3,4 &c. tangen.:es premieres. Er aufTi longrcms qu'on en (uppo.
fe le nombre fini, on rrouvera de la même manî:rc qu'il)' en a d'a
vanra(Te. Voici encore une autre maniere d'en [rouver un nombre infini.

e

§.67. Soient deux rangcnres premieres tw, tqJ. D'abord
cUes fcrom rationelles, & leurs arcs feront incommcn(urables enrre
cux (§. 6 -l.). Soienr rJl, 11, des nombres quelconqucs premiers eorre
cux, &. (mw + 111) (cra un arc incommenfurabie lam à w qu'à ~.

Mais Cl t!lngenre fera ralioneHe (§. 62. 53')' Or l'arc (mw + 11(P)
n'ér:m[ poin[ mu1t:plc} ni de w oi de tp, la rang (mw + IICP) lèra ou
premiere clic mêmc, ou elle dérivera d'une rangentC: premiere) nécef.
fairemem différente de tw, tep. Or, en variant les nombres '") 11) de
toures les façons pollibles, de forre qu'ils {oient toujours premiers en·
tre cux, on trouven aUUlOe ~'arci (mw +nq» incommcnfurables

tint



tant entre eux qu'aux arcs w, cp 1 & qui par conlëquent ne font ni
.multiples les un!i des autres, ni de ('J, cp. Donc leurs tangentes, qui
toutes fom rarionelles, dériveront d'auIant de tangentes premieres,
différentes les unes des autres,

§.68. Voilà donc QC qui refheinl infiniment 13 pofTibilité de
trouver un arc ralione!, dom la tangente foit également ralionelle,
Car les arcs de routes les tangentes premieres étant incommen(urables
encre eux, il s'enfuit que) quanù il feroit poffibJe de trouver une tan·
gente premicrc, dom l'arc fur commenfurable au rayon, ce (croit la
fcu~, puisque les arcs de toures les autres tangentes premieres ferolent
nécc1faircmenr incommcnfurables au rayon. l'vIais, par ce que nous
avons vu ci -deffiIs) encore cetre fcule eJl: exclue de la pollibihté d'a
voir fan arc rarione!.

§.69. La tangente de l'angle de 45° étant premiere (§. 61.)
& fe trouvanr dans lcos tables trigonométriques, je remarquerai enco·
re en forme de corollaire, que c'elt la feule r:mgcnre premiert:, & en
même rems la (cuje rangente rarionelJe qui s'y trouve. La raifon en
cft, que toUS les arcs dont les tangentes fom marquées dans ccs ta~

bles 1 fom commen(urables cntre eux, fans qu'il s'y trouve d';llHl'C mul·
tiple de 4~ 0, que l'angle de 90°, dom la tangente cfl: infinie.

§. 70. j'(Ibferverai encore, que le cofinus d'un angle wquel.
conque éTant ralionel, le cofinus d'un muhiple quelconque eft pareil.
lement calione!. Cerre circonfiance (ajr) que le même raifonnemem
que nouS avons expofé à J'ég-.:rd des tangentes, pourra, à quelque
changement près, être appliqué aux cofinus. On rrouvera ries cofi',
nUi pr.emùrr comme nous avons rrouvé des tnugmfu p,.emieru) & les
arcs des cofinus premiers feronr pareillement incommenfurables entre
eux; de forte que, quand il Ceroit ponible de trouver un cofinus pre~

mier dom l':uc fut rarionel, ce ne ferait encore que le fcul qu'on
pûr rrouver, vu que par là; même les arcs de tous les autrescoflnuspre.
miees tèroieot irrationels..
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§. 71. Il n'en en pas de même des linus, parce qu'un fin l))

quelconque étant radoncl, il n'y a en général que lesf3:A.l, 15 w,/7W
&c. qui (oient ralionclsj mais les fin ~:cJ) f4W, /6 w &c. ne le (one
pas toujours) à moins que coCw ne foit aufTi r4tioncl) de forle que fi
on veut encore ici trouver etes jÎmu prt'1JIICn, il f:.lndra s'y prendre d'u
ne autre façon J que nous nc l'avons fait' l'égard des rangcmes.

§. 72. l'bis, fans m'y arrêter, je retournerai à la fra[lioncon·
uoue) trouvée ci· ddTus

1
rang v = -w--='-,

--
3 W - [---=--

jW - r--
7w - 1---=---

9W - 1 &1.:.

Nous avons vu que roures les (raétions

1 3 W 15 W1 - 1 &
-, 'J - 1 C.
IV 3WI1-1 qUI - 6U'

qu'eUe donne) n'approchent de la valeur cie la tangente de v, que par
défaut en t.:e qu'cnes COnf roures plus pcritcs 'lue ccue tangenre. Mais,
comme il doit être polfible de trouver des frallions fcmblabJes, qui,
qnoiquc avproch3.n.res de la valeur de ung v) manCJu~~t.p,ar excès, je
me fuis mis à en faire la recherche. Je me bornerailci a donner en·
core 1:1 fna;on continue l qui renferme alternaüvement & les unes &
les autres. La VOlel

ung



cor 1/ =

• 30;

-
, t r

(5w,,)~__
, + &c.

Cette (cnéHon continue à l'infini) en forte que les quo tiens Cont

.0, (W-I), ',(3W-'), ',(5W-'), l, (7W-0), "(,,,,-.)
• r, « l 1/ + J) W - 2), 1 &c.

~( les fraélions approchames de la valeur de rang" 1 [am

J 1 3ft1-1 3~ J5w~·- 3w-r
W-t' w' 3W2.-W-1) 3W2.- 1 ' J5w)-3w~-Gw +1'

15U'2. - t
, --, &c.

I5W) - 6w

La premicre, 3IM , Sint, 7roe &c. font plus grandes 'lue tnog fi, &;
la 1 de

J 4me , 6111t &c, {ont plus pctiees, & ks mêmes que celle! que
nous avons trouvées ci· ddrus (§. ~::.). Je ne m'arrêrcrni pas li cn
daMer la démonfl:rnfion 1 vu que cetre Icallian comir,uc peut être
trouvée de la même maniere) que nous avons trouvé celle donc nOUi

nous Commes Ccrvi jurqu'à préfcnr 1 & qui ctl beaucoup plus fimple.
Je remarquerai donc Celllcmenr, que le pl"cmi~r quo(jenr é[iJn[ ici=o,
on n'aura, pour l'abolir, qu'à lOurncr la frs..::ion cn fone qu'cUe c>.:pri.
me la cotangente de. v, puiCqu'i\ eft

J
--'--.lang v

AinCi. nous aurons

MI,n. dt rAc", Tom. XVII Qq COI
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,..•,
~...,..
(",-.) +'-'-,-

J + ,.
(3W-') +,-'......,-

l '+ 1 -
(1w-,) +,--1.....,..._

1 + 1 -
(7W -') +1.,...._

.1 + &c.

--(or tJ

. §. 7;. Comparons mainrenant I~! quantitil trr,nImdmtu dr
coltltrirn /lItX 'lfttln/iris !f'gm·jthlll.;qlll'J qui ]('ur rom analogues. Soir
~ le nombre) dUllt le logarithme hyperbo!ique cil = 1. Et on fair,
GUe. fi daus les deux CUlles dont 'nous nous fommes [ccvi ci deIfus"
(§. 4·)

.fin v= t/-

,
.2. 3

&c.

J J 1
CO{V=I- - v2: + v. - - (J/S + &c.

• , 2.3.4 2.3.+5. 6

tous les fignes fom pris polhi(5) ellcs Ce c.hangent en'·

tll'l"rI 1 1 J
--=v+ -v' + v' + -v' +&c.

2 2·3 ,. 3·4· 5 '·3·4· 5· 6'7

t"~t'-Ii 1 1 1'--=. +- v' + v· + v' +&c.
2 2 2. 3. 4 2. 3· 4· 1.6

Or) en rr3ir~nr ces deux dernieres fuires de la même maniere que
nous a....ons Irairé les deux premieres (§. + & fUÎv.) l'opération ne
diffÇr~ra que dans les lignes l 'lui pour le cas préfcnt (crom fOUS po
lili(~. Comme on peur s'cnconvaincrc fans peine, je s'cn rapporrerai
poim le d~ri&il. Il fera donc:

•,
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t f1 -t'. t--- -----,.-
t"+e···-l :U·+ t

"'"3-',"'.-+7"--;-
-----,.-
l'" + 1

7:"+'(
-.,.--

'y:v -+- 1 -
Il a' -t- 1

--'--
'3'"+&0.

§. 74. Er COl1)l1)e il el1

•

2 ; X -+--;-:':...,-_.
6:x-t-r-

tO;.r 1,--_' _
14: x -\-1

...,,---
,~, x + &0.

-

--

---_.-

ttl _ r". fUI 1-
IV -+- (,." - tU -+- 1)

on voir qu'en (ai(mr :1 v = or) on aura

t Z
- 1 J

-----,.

d'uù l'on [ire

,z -t- t

1 - [ .-
2:.\-;-1

-;----,
6:.1'" + 1'---_._.

JO:.f'--t-1
-----,. ~ .".. •

ou bic.
..

•• Qq 2 " -
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- -

• •

,
rang v = -'--

'li! - ,
••

-
3W - 1 -

S W - &c:.
On trouvera encore ici que Il & e-, de même que x & (Z nt fergnr
jamais des quantités rarionellcs cn même lems. Ain{i je ne m'arrête·
rai pas ;j en f:lire une dénutlion reirerée. JI s':lgir plurôt d'interprérer
les formules l!Ue nous venons d'expolèr. j'obfer\'c donc J qu'elles
doi\'c:nr avoir. à ]'égJrd de l'hyperbole équilaterale, une lignification toUt

i fair analogue à ceBe qu'i\'oit la (ra8ian

fang Il =

Rar rappon au cercle.

,
•

'li! -..,..,.'.,....._.
3 'li! - &c. •

Car, ourre qu'on (ait que les expreffions.
,. -+- e'·)
,. - ,'.,

ln f:ftf.nr u=vV-J, donnenr les quantités cir.:'Vtair~s •

t,lV-J + -'IIV-I - 2 cof lJJ, ,
vY-1 + _ilY_1

2 fin P. y-,., , -
Mr.



Mr. de F01Jttn~ a encore f:lit voir d'une manierc très Jimple & très di
relte) commenr cerre affinité fe trouve en compannr enfemblc le cerde
& l'hyperbole équilaterale qui om un même cemre & un même diame
tre. Voiez 111ijèfl/. Saâd. TIIl,rin. Tom. J. p. t 28. fuiv.

§. 75. M,is ici il s'agit ne voir jufqu'où celte affinité peut être Planebe l(,

pouffée indépendamment des qoonrites imaginaires. Soie donc C le
ccnrre, CH l'axe, C A le demi - dÎamerre de l'hyperpole équilarerale
AM G & du «rele AND, CF \',fymptote, AB perpendiculaire à
l'axe) & en même lems la tangenre commune au cercle & àl'hyperbole.
Soienr tirées du cenrre C les deux. droiees CM) C 111) infiniment pro-
ches l'une de l'autre 1 & des paines d'jnrerreaion M) 11l) N, li) {oient
abaiŒécs fur l'llxe les ordonnées MP, mp, NQ, Il'1' Fnfin (oit le
rayon AC = t _ Faiîons l'angle M CA = cr» & loir

pour l'hyperbole pour le cercle
l'ahfcifre CP = ç-. -- C Q...= x

l'ordonnée PM = ~ -, ,- QN = j',

lefegmemAMCA=u:z. " . ANCA =":,
& il fera

lang ~ = ~.. -- tang ~ = ~,

,+~~=H = ~~. cot~·.. ,- yy = xx =yy, cot ~',
H-I=~~=H."ngll>' -- t-xx=yy = ...x "ng~"

CM'=e +~'=e(d"ng~')- CN' =x'+y'=x' (, +'~'),
_ 1 + IqJ' _ ' +I~'

- ~- l!p' - 1 +I~' = l,
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Donc

r

V ë/---:'-:-q;"'"")
_...!.q;v (1 _Z-,"""'q;7'.)

310

- . -. •

1

v èr -+- '<P')'
(1[)

y - V(;--t- l:fi')'

• •

•

-+- d~ : du = ~ - ... - dx : dv = ",
-+- d~ : du = ~ - -- -+- d y : dv = x,
-+- d~ = d~ . rang q; -.- - dx : dy = 'ang q;.

§. ï6. Comme l'angle (lJ dl: le même pour l'hrperbole &
pour ie c~rclc) il fuit des I.kUX dcrnieres équations qu'il cl~

lOng :p =d~ : d~ =- h· : dy = ~ : ~ = y : x.
AinJi ks angles r,.·f1lJp, Nuq, fam égaux.' Ce qui donne

Mm : Nil = d~ : - dx = a'.tJ : d)'.

Et les triangles caraélérifliques M1Jl1J.l N 11~) (om fcmblables. Enfin,
comme il elt Cu,! =Cmp) & N lUj =M fil}'. il [l:r3 etUI +N 1/fJ=C I/J P +~I 1IlP = 9,:>0. Tir::mr donc la normJ1c 111 V ~ il (era
V1lftj + Mmq::::::: 90°, donc V 11/'1 = "C"lIl- Aiou la normale
T1J V prolongée jultlu\î ,'axe A C, eH égale à Cm) rout comme dans
Je cer.:le 13 normale C'J ell égale à Cil. Voilà donc rurquai Cc fonde
toUt ce qu'il y 2 de réel dans les compar..ifons qu'on a f:1ices emre le
cercle & J'hyperbole.

§. 77· Enfuire, fi pour l'hyperbole O!'l v~ur cxprimcr ~l 'l, par
U l on trouvera ai~lIlem) lIu'en emploiam des (uücs infinies leur fo~·

me duü ~tre

E= 1 -+- Au' -+- Bit' -+- Cu' -+- &c.
'1 = ,tri 4- hu) -+- CUS + du' + &c.

C:lr, en failàm ff = o} on a ~ = J ) 'l =o. De plus) en prenant fi

infimmclH relilC) ~ crL:Îrra commc u~, & 'l croÎira comme fi} p:l.rce
que l'allg;~ en A clt droit) & Ic rayon of..:ularcur de l'Jl)"p~rbole en

fi
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A cCl = A C. Enfin) en prcnam" négative, roures les ~eurs de t
feront les mêmes que pour les 11 pofirives, d'où il fuir 1 que l'abrcHI~

Edoit être expri=néc par des dimenfions paires de fi. Er en prenant li

nég:uive 1 les valeurs de '1 feront les mêmes) ,msis négatives. Donc"
doir être exprimée par des dimenfions impaIres de u. Il ne cefte donc
plus que de déterminer les codficiens. C'dt à quoi nOU5 raviront
les deux formules [rou\'~es ci· de{fus

d~ : du ='1,

d~ : du = ~.

On aura donc, en différenrianr la pecmîere fuite

d~:du=,Au+4Bu'+6Cu'+ +l'.MU~-I

qui clair ~!re ='h donc

d~:du= nu + bu' + ru' + + m.u~-I

Donc, en camparan[ les fermes

2A =n,
4!l = b,
,C =r,

&c.
l'M = m.

~I:lÎs, en différentiant ') il doit encore être fi,,: du.=~) donc

d~: du = n +3b,,'+ 5<U' + (1'-1) .mu~-'
= 1 +AII 2 + Du. + _ _..... L . 14 14 - 1

DOll"') en comparant les recmes

•

n = I,

3b = A,

SC = B,
&c.

(,. - 1) m = L

•

Moien·
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Moyennant ces ~quitions on aura

n = l,

•

•

A r- {" -- - 0'
b tA

r-- ~ 1•. 3

B fb
r- -- --,

•. 3· 4

lB
1

< -- - ,
"3' 4· 1

C
r- l- c -- -.

"3.4-1. 6
&c.

1
L

1- -m -(" - r) '·3' 4' . - • ("-1)'
r r

1\1 - -.f1l = --

" :·3·4 - - - • - - "AioG il rcra
J r rE= 1 + - u' + -- u' + _.-=--..., fi' + &c.
• .·3·i '.3.4.1.6

r 1 1,= fi + u' -+- --u'+ u',..j-&c.
•. 3 '·3-4-1 "3-4-1.6.7

Voilà donc l'abfcÎffe EJ & l'ordonnée 'J, exprim~es par la lenre U) Qui
cille Jouble de l'aire du (egmem hyperbolique AMe A. Or on (,air
que fi au lieu de u, on prend v) qui cft le doubtc du feg;mcnr circu·
loiroe ANCA, l'abCci(fex, & l'ordonnée )'J circulaires rune & l'autre, (ont

rIt
X = 1 - -v' + -- v' - -v·+&c.

• '·3'4 '.3.4.1. 6
J

ri _ - v:J
"3 +

1
_-VS

"3-4-5
-



• •
deux Cilices, qui pour la forme ne differeot des deul: précédentes que
par le changement alternatif des f\gDCS.. ... .

§.78. El comme il.cil (§. '73.)

-----
. ..-., -.

+ &c.
1 . 1

- ut + __ tJ4
:2 2. 3· 4

t +
t 1

11 + -- u' + --- u' + &e.
2·3 2,),4·5

--2
---

2

on voit qu'il fera

~=

& que par conlèqucnr ces qU:lntités expriment l'ab(dffe ! = CP, &
l'ordonnée ~ =PM de l'hyperbole.

El comme il cil ~~. 79·
qu'i1 fera

rang cp

donc par Ie§. 81.

-

. t-. '" - rang tp) on vou encore

t
"nofT q> = --=--.l:U-4- 1 -

---"+ 1

Et comme la même tangence efl: ~um- .

MiNI. dt r.1cad. 'fOIR. X\ll. Rr
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-
3:0 - 1---

,: v - 1

1
ran" v = rang q> =

Q I:V-I
..,....:---

-+ c.'I<c.

1 - r

:1. : U + 1
-;----:-
6:11+'":-::-:-.,,--

10: u + 1
...:.-:~-:-
)4:U + r

111:*

-2

7:v - 1-_......,,-
9:v-&c.

on voit qu'on trouve cette rangt'nte par ces doux frallions continues)
qui pour la forme nc différcnc que dans les lignes: il ne s'agit que
d'employer li = 2 AMe A 1 quand on fe (en de la premiere) au
Jieu qu'il f.'lut employer v =2 AN CA) pour avoir la même rsngen·
re moycnnanr la (econde. Voilà donc l'an:llogie qu'il faloit frOUVer
indépcnd<lmmem des quanrités imaginaires, & fans les y mêler.

§. 80. Mainrenant nous pourrons tirer en termes très clairs la
tonféquence) que l'flin- du fi'éll!ur hj'pfrbolùJlu AMe A) tout de mê.
mf 'lite cdle du;;Eleur àrcldnire AN C A ripOlldmlt) fir" fine 'lliflntifl
irrll:ion~ll{'ou ùJcomm..tljil1"lIb1e nu '1unrr! du rrryon AC) foutn ln loir
1th' /'JlJg/,. qJ) 'lui 11 ('{'fui 'lfJ!' /'lln (7 ''.min d~ as dt'1JX fil/mrs jor.
vu (lU cmtN C) nura Utu fll1Jgmfe rnfiom!le" & que réciproquement
(ftte flmgt'llif finI irrntiont'lIr fout('s la fois que l'lOI de cu deux flc.
teuN fiNI Ul1t' '1/t.1J1titf rntiolle/Ie.

§. 8 l . Il}' a une conwquence [our à fair [cmblable à faire i.
l'égard de la fraélion continue (§. 74.)

(. + J [--

qui Cc transforme en

" t



• •
t'tl + t

•
- 1

'L!_-:-:
-2: ,. + (

--':----
-6:11+_

'---
-,o:.+&c.

•

& d'où l'on tire pour. négatif

-
-

•

(

, + (--c' II + •
• .:u + r

6:.+r _
10:11 + 1

'-------,-:;-
'4:. + &c.

Ces frallions nous fom connohre d '1utl point l'irrntiollfllitl du nOIn·

bye e =2,7I828r8284S904S235360.di - - - - tfit;'nllftmdr'IJlt,
en u 'lllouc1lJudt flsdignittr ni flUC/iJU dtfis rneiml n'1ft rMioml/c. Car
u & ,M ne Cauroir être en même remS une quantité rarionelle. Or u
étane le logarirhme hyperbolique de (., il s'enfuir, que t01lt logmith
nu hyptrbolùJ11f ratJolU/ t}l ct/IIi d'un nom/n·t irrntioue!, & que réci·
proquemenr tout nombrt 1'nti01ulfi un lognrithnu h)ljw·bolùJlu irriltio11t1.

§. 82. M;1is voyons encore ce que f· & t"., fignificm dans
Ja figure. Rerournons pour ccr effet au §. 78. où nous trouverons
les deux formules

~ " + ,-'- • ,

" - '".
~

-- ••

donc en prenant la fomme & la différence l il fera

" = ~ + ~,
t""= e- 'J.



.
M:>isÏcs afymtotcs CF) CS) (ormant cntre eUes un angle droit, que
l'axe C 1-1 coupe cn deux par~i~s égales, il Cera

~ CP = PS = PR,
~ = PM,

donc

& pactant
--

SM,
MR,

= J.

t'. - SM- ,
,.. - MR .- ,

d'où l'on voit cn même rems qu'il cil:
l''' • t". = SM . MR

On l'oit de plus) que tandis qu'il cft .

t" = SM,

r-= MR,
·AB = "

il (era) éD prenant les logarirhmef,'
SM AB

u =log AB =log MI{'

Et comme u, t·, ne fauraient être rttione1Jes en m~me rems) on voit
qU'Il cn cft de même ill'egard de l'aire du {eileur AMCA =l-u, '"

'des ordonnées SM, MR.

§.83· Nousavons encore (§. 75.) la différcmielle
_::d--:,:ra::n,,!! Il!

du = -
1 - tq;,%'

dom l'imégrale fe trouve .être
•
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log. rang. -'HO +~) = 1. rang SCM,--J + te>.u = log
1 - Iqi

OU bien
J - 'e>2u=-log e> = - 1. rang (4·1 0 - e» =- 1.rlng RCM
1 + 1

Retenons la prcmiere de ces (ormules

ou = log c: == :*).
& elle nous mettra en état de retrouver encore à l'igud des (cacurs by.
perboliques ce que nous avons vu être tnngtnff prtmÏfrt. à l'égard .des
1èlleurs circulaires. Voici comment.

§. 84· Confi~éro.s d'abord que le (eaeur hyperbolique
AMe A croît avec l'angle <p =MC A) de forte qu'il devient infini,
lorsque <p =45°. Il efi donc clair qu'un de ces rcaeurs étant don~
né, on peut trouver d'autres) qui en roient des multiples quelconques,
& des panics quelconques J ou qui Je furpaffenr d'une qURnrité quel.
conque. Or il chacun de ces relieurs il répond un angle MC p) par
lequel il ell formé, & la rangenre de cet angle étaot =~, le {e/leu,r= fil, nous venons de volt qu'U eft

J + t~
2" = log -.

1 - t~

Corn·

••

§. 85, Soient donc trois fe:éleul'S -111, i 11', i Il', rets que le
troificme fait la fomme des deox premiers. Soient de plus les angles
rEpondans ~, ~', q1'. Et il {era

1 + le>
• u = log ':'----'--77

r - 'e>'
J + te>'

••' -_ log '--'--:J - t~'>

, + t~/I_II'= log -'--
1 - tep"·

Rr ~



-

,

Comme donc il doit être'

..
'zi' - {-Il + lu,y -

il (cra égntemenr

1 + t~" log
1 + t~' + 10 1 + trp

log -
- tq1' - - t~' g + t~'1 1 1

ce qUI donne

1 + t~"
, - tep"

d'où il fuît

-- , + t~'

1 - t~' '
,+ t~

J - t'P'

_ trp + 1.",
t~" ...- ;-+ ti! ' trp"

& réciproquement pour la différence

,_ trp" -, t~
t~ _ ,,"','

1 - t'Y' f,.,

Ces deux formules ne différent qu'à l'égard des fignes de cetlcs qu'on
",ouve pour les (e[teurs) ou les arcs circulaires) & elles nous lainent
é(J'::Ilcmen~ conclure, quefi 1er tnngmta qui rlpolldt'llt iÎ d~'IIX' fi8~urs

D ,

h)'Ptr!Jo/it]til'!) font rntÎollt'/Iu) lu ftlllgmtu 'lui rfpmdmt (/1J fi(ftur
igrt! à /11 jotnIJU & /a diffirenct dt, t'ri dtux flEhurr fi"01Jt pnreilltlllmt
t'"tiOT1~lIts.

§. 86. Cette feule propofidon fuffit pour faire voir que tout
ce que nous avons dît ci· d"e(ru!> (§. S2 - •• 71.) à l'égard du cere":,
s'app1tquera égalcmem à l'h)'perbole. On n'a qu'à fe (ccvic d'une fa
çon abrégée de parler, en nommant tnllgt1lt~d"1lJfi{lfllY hyprybolitplc
quelconque ACMA, la tangente de l'angle AC M, qui en = AT,
Je rayon AC étam polè = J. Enfui[e il raU[ obferver que [DUS les
fèlh.:urs dom il s'agir id, doivenc avoir l'axe A C pour leur corn·
mun commcn~cmcm) comme l'am les fe:élcurs MC 1\ M, 111 C A 1JI.

Ainfi p. ex. le fcéteur 111 C 1\1 ne touchant point à l'a.''l:c, il faut lui en
[ub,



•
fuhmtuer un autre qui lui foit égal, & qui foit contigu à l'axe AC,
lorsqu'on veut avoir l'angle ~ & la tangenre qui lui répond. On voit
bien que cette remarque n'~!oî[ poim nécdfaire lorsqu'il s·agilfoi[ du
cercle) parce que chaque diamctce du cercle peut être regardé
comme axe.

§. 87. Celt donc dans ce (ens, que je dirai que !'hyperto!t n
flnt il1fillitt de fnngmtu prf11lieru) que IfS fiE/fUrs dl! toutu us tnngtna

tu premiern Jont inco1ll1nmjùrnblu nitre eux &.... à l'unitf, que ln tnn
gmtt d'"nfiarur étnnt prflllÙrt, ;111)0 'l'If ln tnngmtt'J du "'tI/tiplts
de a fiEleur 'lui joimt rotiout/lu: Que toute !rwgC1Jü l"ntÎo1Jt11t rfl
01/ premi"l f/lr· mf'nlf, 01/ fan filleur rJI '111 "'''/tli)!' d',," fi Elfllr dom lit
tnngl'1lfe {JI prcmifn·. &c. Comme la dém0l,.lllrarjon de ces théore
mes ne (eroit qu'une repcrition de celles que j'ai données pour Je cercle)
je les omeur·ai d'aulant plus que je ne rapporce ces théoremes) que
pour faire voir encore en ce poim l'analogie qu'il y a emre Je cercle &
l'hyperbole <quilaterale.

§. 88. Comparons encore enlèmble Je relieur circulaire
AN CA, & le retteur hyperbolique AMe A. Mr. tlt Fonrmt.r, dan.
l~ Mémûire cité ci- detrus (§. 74.) a fait voir) qu'en employant les
quantités imaginaires) ces deux feéleurs f~ trouvent être dans le r3p~

pan de 1 à 11 - 1 l qui en purement imaginaire. Or voions quel
fera le: rappon réel? C'eO: ce que nous trouverons en exprimanr l'un
de ces (cHeurs par l'autre. Pour "et effet nous employerons les
deux fuites

"= t~ - ~t~' + }I~' - tl~' + &c.
t~ = v - tuJ + l'SuS - 7VTt(1 -+- &c.

qu'on trouve facilement moyennant les formules différentielles données
ci·deffus (§. 75.). SubnilUanr donc la valeur de la (econde de ces
fuites dans la premiere, on aura) toure réduélion hlite,

v = ri - tu) + lu" - !l}u" -t- &c.



U = Il 11 - 1)

v=uY-r.

& réciproquemem

tJ = V + ~t.,J + }V S + litl<1 + &c.

Ces deux Cuites ne dincrent que par rappon aux IÎgnes) les coëffi·
cicns & les cxpoCans étant les mêmes. Si dans la prcmiere de ces
fuites on poCe

on trouve

v = 11 - 1 . Cv + tV' + tV' + H~v' + &c.)
ce qui \'eut .dire

Donc l lIlorcnnant un feltcur hyperbolique imaginaire') on trouve un
feéteur c.irculaire imaginaire) &. réciproquçmcllt.

. §. 89. Tout ce que je viens de faire voir fur les quanrhés
tranfcenrl~ntes circulgires & logarithmiques, paroü êrre fondé (L'r des
prin':Îp::s beaucoup plus uni ....erfels, mais qui ne rom pas encore alfa
dévetoppés. Voici cependant ce qui pourra Ccrvir à en donner quel.
q~le id~e. Il ne fuffit pas d'avoir trouvé que ces qU:l.OIüés (raof..
cendentes font irr:ltionelles, c'cH ~ dire incommcnrurables à l'unité.
Ce[[c propriélé ne leur dl: pas unique. Car, omrc G;J'il y a des
quanti{~s irrationclles qu'on pourra (ormerau hazBrd, & qui par I~ mê·
me ne fom guer~s du r:efTorr de l'ana\yfe, il y en a encore une jnfini{~

d'3u:re~ qu'on nomme nlg/!Jrùl'lt:{: & telles fom toutes les 'l(fnntitis
Ù',iliJiJl'.'I.s )"rui/c,da) comme 1/:;:, 113, ~'4 &c. 11 (2 +1/3) &c.
ik (,.,:J!es ks rllC;UfS inil/iolid/a des l']lw/ions nlgtbriqua) comme p.
ex. cciles des équatilJns

0 - xx - 4 X + J,-
0 x' - 5"- + l ,

& ...

Je
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Je nomrnerai les unes & les autres fllnntillt irrfltio"dlu radk,7/t1 J &
voici le théoreme J que je crois pouvoir être démontré.

§. 90. Je dis donc qu'aucunt qumJtiti trn"j!:mdmtt ciTNI/llire
fT logarithmique lU fil/troit être txprim(,· pOP' 9U!111if '!utl1JtiU irrntio~

"tlle radicale, 'Juil! rnJ'porte ci ln même tmitl, &' dam /n'7!u/!! i/,,'m
tre flllCUJU quantité trmifèmdmtt, Cc théoreme Ccmble devoir être
démono;é de ce que les quantités rran(ccndemes dépendent de

" ,

n,
cof ~ w--
cof :l: :n

1 -

.oÙ l'cxpoCanr eCl v:.1riable) ::iU lieu qu~ les qU:lnrirés cadic::Il,:s filppO.
Cem des cxpoCans connons. Ainfi p. ex. un arc de cercle ét:tnc rll
tionel ou commcnfiuablc au r.tron 1 (a tangente, que nous 0-,'on5 vu
êrre irrationclle 1 ne (lluroit èrrc une l'acine qU:lrr~e dtl qudque quan·
iité rationelle. C(lr foit l'arc propoi~ = w, & faiC0n~'tang

w' ~ )~ Il, OOU3 aur,?os

fw1.
tw" -- -

- coCw'l - 1 -t-
d....lù il Cuit

r n
cof 2W = -.....--.

l + r.

or cette quantité érnm rarionclle) il ~'en(uir que l'aic : te,; dt irralio·
ncl) ce (.pJi étant conn'e l'hypothe(e) il cil: clair qu'cn fairant rang
'JJ =V Il) la q',;amiré n nc (auro:t êrre r.uioncJ!e) & gue parram la
rcnll'enre d'un :1rc ratiolll:1 quelconque n'cfi poine une ra.:Îne t'!uarréeo ,
de quelque quantité rationelle.

§. 91. Ce théoreme étant une rois d~montré nans fOUte (Oft
uni\'crl~h(é) il s'cnfuivra que la circor;férence du cercle ne pouvant
être cxpnm~e par quelque quantid n'l(iicalc) ni par C!uelqu.: quallmé
rationcih:, il n'}' aura p35 maien de la délcrminer p3r quelque con·
tl.ruEtion géométrique. Car [oUt ce qu'on peue confiruÎJ:e géomérri~

. ~létJ~. llf ,t'Acru/, TOlJl. xvu.. 5s que·



qu.::mcnt revient aux quanti rés rarionelles & r:ldicnles; &. il s'en faur
même Je bcaucoup que ces dcrnier\:s pu;!fent indifféremment être con
llrlli!cs. On voit bien qu'il en fera de mêmc de tous les ores de ccr·
des dom la longueur ou Ics deux points extrcmes (Ont donnés, (oit pat
des quantités ralionelles) foir par des quantités radicales. Car, fi la Ion·
gueurdc j'arcefldonnée) il flludra trouver (es deux points excremes, en
)' employant III corde, le: finus, la t:mgcme) ou quelque autre ligne
drci:c qui, pour pouvoir êrre connruire, (era toujours dépendante ou
réduilible à une des lignes que je viens de nommer. Mais la longueur
dcJ':lrc écam donnée par des qUilmités rarÎonel1es ou radicales, ces li·
gnes (eront rranCccndemes, & par là même irrédu8:ibles àquelquequan·
Ü~~ raticnel:e ou radicale. Il en fera de même fi les deux poinrs ex·
rremeS de j'arc fom donnés, j'enrens par des quanrirés raüoneUes ou
rndicales. Car, dans ce cas) la longueur de l'arc fera une quamiti
lnn[cemknte: cc qui veur dire irrédull:ible à quelque quantirE raüoDcl·

le ou radiea!e) & par là eHe n'admet aucune conftruaion
géomélr;que.

,

,
ME·
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