ANALYSE. — Sur la fonction exponentielle; par M. Hermrre,

« 1. Etant donné un nombre quelconque de quantités numériques
Gyy Usye- -, Opy ON SAIL qu’On peut en approcher simultanément par des frac-
tions de méme dénominateur, de telle sorte qu’on ait

oy = él -+ ﬁ:,
A AVA
0(2:E —-8—2,_:9
A AVA
oy = él +——é\n-:7
A aAya

d,, 04y..., 0, n€ pouvant dépasser une limite qui dépend seulement de 7.
C’est, comme on voit, une extension du mode d’approximation résultant de
la théorie des fractions continues, qui correspondrait au cas le plus simple
de n = 1. Or on peut se proposer une généralisation semblable de la théorie
des fractions continues algébriques, en cherchant les expressions appro-
chées de n fonctions, ¢, (x), ¢, (x),..., g.(a) par des fractions rationnelles
o (z) ®(x) ()
o(z) o(x) " oz
les puissances croissantes de Ja variable coincident jusqu’a une puissance
déterminée x". Voici d’abord 4 cet égard un premier résultat qui s’offre
immédiatement. Supposons que les fonctions ¢, (), 9.(x),..., ¢,(x) soient
toutes développables en séries de la forme ¢ + S + ya® +... et faisons

» de maniére que les développements en série snivant

P(x)=Ax"+Ba™ ' +...+Kx + L.
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On pourra en général disposer des coefficients A, B,..., L de maniére 2

annuler dans les 7 produits ¢;(x)®(x), les termes en

M M—1 H—ps ;1
x5, X, Pt

4; étant un nombre entier arbitraire. Nous poserons ainsi un nombre d’é-
y S|
quations homogénes de premier degré égal précisément a p;, et on aura

QDL(.Z')(I)(JC) =&, (x) -+ & M s,‘,xM'*"" 4

]
&y &gy... étant des constantes, ®;(x) un polyndme entier de degré M — [hi-
Or cette relation donnant

&1 M +x Moo
___:B_) g M+ g, M2
<P5(x) - @( ) -+ 4’(.2‘:)

on voit que les développements en série de la fraction rationnelle et de
la fonction seront en effet les mémes jusqu’aux termes en xV, et, comme

le nombre total des conditions posées est w, 4 p, 4 ... 1, il suffit
d’assujettir & la seule condition

Py b P e Ay, =,

les entliers p, restés jusqu’ici absolument arbitraires. Cest cette considéra-
tion si simple qui a servi de point de départ 4 ’étude de la fonction expo-
nentielle que je vais exposer, me proposant d’en faire I'application aux
quantités ¢, (x) = e*, g,(x) = €,..., p,(x) = €.

» IL. Soit pour abréger M — m = p; je compose avec les constantes
a, b,..., k, le polynéme

Flz)=zt(z —a)(z —b)=i.. (2 — A ),

de degré p. -+ p, + ... + p, = M, et Jenvisage les 7 intégrales définies

4

a ) b I3
fe‘”F(z)dz, fe“z’”F(z)dz,..., fc‘”F(z)dz,

qu’il est facile d’obtenir sous forme explicite. Faisant, en effet,

¥(s F(z) FQD ¢
j(z):: () { ) (2)

M ?

nous aurons
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et, par conséquent,
5

fo e F(z)dz = §(0) — e™**§(a), fe—mF(Z)dZZSTZ'O)—G‘bxg‘“(b)w"

o
Or Pexpression de §(z) donne immédiatement, sous forme de polyndmes
ordonnés suivant les puissances croissantes de JI;’ les diverses quantités §(o),
$(a), (b),..., et si I'on observe qu’on a
Flo)=o, F(0),..., F¥ " o)=o,
puis successivement
Fla)=o0, F(a)=o,..., F¥(a)=o,

F(b)=o0, F(b)=o,..., T¥ () =o,

b e e & s a2 s v & & e« & o 2 .

nous en conclurons les résultats suivants :

»()
xl\l-f-l

‘(I>‘(.l‘) J(/I) — <I>n(.z‘)

) E(CL)I—F;--H e

§(o) =
ou le polynéme entier ®(x) est du degré M — p = m, et les autres ¢, (x),
Dy(a)yerry Op(x), des degrés M — py, M — pgyey, M — p. Cela posé, nous
écrirons .
e e(a) — @, (x) = x‘“““e““‘f e**F(z)dz,
0

. 5
O (x) — y(x) = Jc“*"e"”f e F(z)dz,

+ 8 & ¢ o 4 ¢ a2 s e 2 e+ s e & = & g

y
Do) — Op(x) = x“*’e’”‘f Le"‘”l*‘(z)dZ,
Q

or les intégrales définies se développantensériesdela forme a—fBa~+ya+...,
on voit que les conditions précédemment posées comme définitions du nou-
veau mode d’approximation des fonctions se trouvent entiérement remplies.
Nous avons ainsi obtenu, dans toute sa généralité, le systéme des fractions
. b, (7) @a(@) @, () , .
e représentant les for az gbx
rationnelles o) ey b)) p onctions e**, ¢*%,. ..,
M+

¢'*, aux termes prés de Uordre &

» 111. Soit, comme application, 72 =1, et supposons de plus p = p,, = m,
ce qui donnera M= 2m, F(z)= z"(z—1)"; les dérivées de F(z) pour z=o
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se tirent sur-le-champ du développement par la formule du bindme
m(m — 1)

m ‘
F(Z) = z2m __ _I__zzm-i e z2m—-2_.“+ (__ I)lnzm,

1.2
et 'on obtient
Fem=N(g) . m{m—1)...(m—k 1) (— 1)
t.2.3...2m—Fk 1.2.3.. .k ?

d’ou, par suite,

I——:)—(ax—)—n—l =am(am— x)...(m+“1)—-— (am—1)(2m—2)...(m+1) ’:lx
+(2m—2)(am —3)...(m +1) T—(—'I—?Z—Q——I—).ﬁcz — e (— 1),

» Pour avoir, en second lieu, les valeurs des dérivées quand on suppose
Z=1, nous poserons z=1- £, afin de développer suivant les puissances
de &, le polyndme F (1 &) = k™ (% +-1)™. Or les coefficients précédemment
obtenus se reproduisant, sauf le signe, on voit qu on aura

<I>,( )=0(—x x).

Ces résultats conduisent & introduire, au lieu de @ (&) et @, (), les

4’()
1.2.3.

sont des nombres entiers; on aura ainsi

eIl (x) — I, () = — :zﬂ — f e 2" (5 — 1) q
il

=(=1)" L2.3...m£ e g (1 — 2" dx,

et on met en évidence que le premier membre peut devenir, pour une
valeur suffisamment grande de m, plus petit que toute quantité donnée.

polynomes I (x) = — IL, (o) = ;—;—‘3(—7—1——,;2-, dont les coefficients

‘ZQM'H

Nous savons effectivement que le facteur - a zéro pour limite, et

2.3...m
il en est de méme de I'intégrale; or la quantzte 2" (1 — z) étant toujours in-

roe \ : \” s 17 A s ; .
férieure 4 son maximum (;) qui décroit indéfiniment quand m augmente.
Il résulte de 1a qu’en supposant a un nombre entier, I'exponentielle e* ne

. . o & .
peut avoir une valeur commensurable; car si Von fait & = —» on parvient,
aprées avoir chassé le dénominateur, a I’égalité

a -t I

bII (x) — all, (x) = (— I)m‘m eX== " (1 ~—Z)”‘ dz,

o
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dont le second membre peut devenir moindre que toute grandeur donnée,
et sans jamais s’évanouir, tandis que le premier est un nombre entier.
Lambert, & qui I'on doit cette proposition, ainsi que la seule démonstra-
tion jusqu’a ce jour obtenue de 'irrationnalité dn rapport de la circonférence
au diameétre et de son carré, a tiré ces importants résultats de la fraction
continue

eF— e % z

e et x?
. I+

x?

3+5+._

a laquelle nous parviendrons plus tard. Laissant entiérement de c6té le rap-
portde la circonférence au diamétre, je vais maintenant tenter d’aller plus
loin & I’égard du nombre e, en établissant I'impossibilité d’une relation
de la forme

N+ e*N, + &N, +...+ ¢"N,= o,

a, b,..., h étant des nombres entiers, ainsi que les coefficients N, N,,.... N,.

» IV. Je considére a cet effet, parmi les divers systémes de fractions ra-
o,(x) @(x) . @, (x)
¢ (x) o(z)”" " B ()
B = [, ==...= (L, ce qui donne

m=ny, M=([@m+1)p et F(z):f”_(z),

tionnelles

» celui qu'on obtient lorsqu’on suppose

en faisant f (2) =z (2 —a)(z— b),..., (z— h). Soit alors, comme tout
4 Pbeure,

I (x) = —2%)

& (z)
- 1.'2..3...;;,

@, (7
H'(x>:1.2.3.--fﬁ’“.’ Hn(x}: ‘-2-:(;?-?';

ces nouveaux polyndmes auront encore, pour leurs coefficients, des
nombres entiers, et conduiront aux relations suivantes :

! eax | (x) — I, () = ¢,
N &I () — Ty (%) = e,

en écrivant, pour abréger,

M+1 a . ,
o= o [T B () ds = [eren LS g
1.2.3.. o o 1.2.3.. .

Mt gb b b ,
o f e *F(z)dz :f gt~y SHE) TR (g,
FJo 0

£q
= 1.2.3... 1.2.3...p

I

R R R I I R R N L I I T
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» Cela posé, ’observe en premier lieu que ¢,, ¢,,... deviennent, pour une
valeur suffisamment grande de [, plus petits que toute quantité donnée;
car, le polynéme f(z) ne dépassant jamais une certaine limite X dans I'in-

R fpu(z) (a1}l R ..
tervalle parcouru par la variable, le facteur 3 qui multiplie
.2.0.. -
I'exponentielle sous le signe d’intégration est constamment inférieur 4 la
(Qamtt

quantité - ui a zéro pour limite.

2.3.. .y.’ 1
» Je suppose maintenant x =1 dans les équations (A), et désignant

alors par P; la valeur correspondante de II;(#) qui sera un nombre entier
dans I'hypothése admise a 'égard de a, b,..., %, elles deviendront

e’P — P, =¢,
&P — P, =x¢,,

et la relation supposée
N+ e*N, +~ &Ny +~...+ "N, = o
donnera facilement celle-ci :

NP+ NP+ 4+ NP,=— (N, g + Nogy +...4+ Nyg,),

dont le premier membre est essentiellement entier, le second, d’apreés ce
qui a été établi relativement 3 ¢, ¢,,... pouvant, lorsque p augmente,
devenir plus petit que toute grandeur donnée. On aura donc nécessaire-
ment, a partir d’une certaine valeur de p et pour toutes les valeurs plus
grandes, -
NP + N,Py,+...+~N,P, = o.
» Supposons, en conséquence, que p devenant successivement p. + 1,
P+ 24..., 0+ n,P;sechangeen P; P/, ..., P, on aura de méme
NP + NP, +...+ N, P, =0,
NP’ + N, P’ +...+ N,P =o,

NP + N, PP +4...+ N, PP =0,
Ces relations entrainent la condition suivante :
P P, ... P, : :
S A 4
PP

"4 —
P = 0.

| pm pW ... PW
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En prouvant donc que ce déterminant est différent de zéro, on démontrera
Pimpossibilité de la relation admise

N+ e*N, + &N, +...+ "N, = o.

» Jobserverai dans ce but qu’on peut substituer aux termes d’une
méme ligne horizontale des combinaisons linéaires semblables pour toutes
ces lignes, et que jindiquerai en considérant, par exemple, Ja premieére.

"Elle consiste & remplacer respectivement P, P,, Py,..., Py, P,, par
P —e=P,, =P, — ¢~Py,..., €¢P,, — e7"P,, 'e~"P,; il est alors aisé
de voir que si 'on multiplie toutes ces quantités par 1.2.3... p, elles de-
viennent précisément les intégrales

jo.ae—zu f ~2f¥(z)dz, ..., J e—feL z) dz, ./]:we—zfu(z)dz

» Maintenant les autres lignes se déduisent de celle-1a par le change-
ment de penp 41, +2,..., o+ 7, etle déterminant transformé sur
lequel nous allons raisonner est le suivant :

wf dz, [ ~ f¥(z /ﬂvme"zfp‘(z)dz,
A= foe_f"'*‘(z)dz, fa.c‘z v (2)dz, .. f e fur(z) dz,

foae—fwn(z)dz, j;"e—fwn(z)dz,..., j]:w@'f”‘*”(z-)dz.




ANALYSE. — Sur la fonction exponentielle (suite); par M. Hermire.

» V. Nous devons supposer, comme on I'a vu précédemment, que p
est un grand nombre; c’est ce qui conduit 4 déterminer, au moyen de la
belle méthode donnée par Laplace [ De lintégration par approximation des
différentielles qui renferment des facteurs élevés a de grandes puissances ( Théorie
analytique des Probabilités, p. 88)], I’expression asymptotique des intégrales

I/D'ae'fﬂ(Z)dz, ‘/:’3— fe(z)ds,. .., fh‘me._z v(2) da,

afin d’en conclure pour A une valeur approchée, dont le rapport 4 la
valeur exacte soit I'unité pour p. infini. Admettant, a cet effet, que les
nombres entiers a, b,..., % soient tous positifs et rangés par ordre
croissant de grandeur, de sorte que, dans chaque intégrale, la fonction
e~*f*(z), qui s’annule aux limites, ne présente, dans Vintervalle, qu'un
seul maximum, je considérerai en premier lieu I'équation

Sz __ 1

HOR
dont dépendent tous ces maxima. Or on sait que ses racines sont réelles et
comprises, la premiére z, entre zéro et a, la seconde z, entre a et b, et
ainsi de suite, la plus grande z,., étant supérieure a k. Envisagées comme
fonctions de p., il est aisé de voir qu’elles croissent lorsque p. augmente,
et qu’en désignant par p, ¢,..., s les racines de I’équation dérivée f'(z)=o

I3 - . ’ . ]
rangées par ordre croissant de grandeur, on aura, si 'on néglige —,
b b "J}

1 f(p) 1 f(g)

= - = - yesey D, = ()
HEPT LGy RTIT L) n= S

f//(s)’

-

a+b4+...+h
n+1
grande n’étant pas alors nécessaire. Cela posé, si ’on écrit pour un instant

etendernierlien z,, , =(n+1)p + » une approximation plus

_ £(2) ',
P& = =70




ros
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les valeurs cherchées seront

\/%ne_z'fp(zf) 9(51), vz—: e fMz2) 0 (), %T e [ Z001) 0 (),

mais ces quantités se simplifient comme on va le voir.
» Considérant la premiére pour fixer les idées, j'observe que nous avons

— 1 flp)
BEP Ly

ol p satisfait 4 la condition Sf'(p)=o0, on en conclutf(ﬁc,):f(p), en né-

. I y .
gligeant seulement = Par conséquent, si I'on pose

SE=Lp) 1+ 5+ 5% +.),
puis d’une maniére analogue

o (2,) ::go(p)(l—}— g -+ g—; -+ )’
.on aura ¢’abord
o) = f4(p) (H- : +...>,

et 'on en tire aisément

'

SrE) o) =/ P)e(p) 1+ L+ L+,

» Ainsi, en négligeant seulement des quantités infiniment petites par
rapport au terme conservé, nous pouvons écrire

fo (@) ds = %e"’f”(m@(ﬂ),

et ’'on aura de méme

[ @ = \/Z erreiq) o),

......... .

A —
J et @ de= /27 erpes) o).
g ,
» Mais, la derniére intégrale f o= “(2)dz est d’une forme analytique
%

différente, en raison de la valeur z,,, = (n -+ 1) ¢ qui devient infinie avec p.
Pour y parvenir, je développerai, suivant les puissances descendantes de la
10..
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log[e™f*(2) ¢(2)];

. 1 I . ’ .
en négligeant les termes en —2 oppeeeo €€ qui permet d’écrire

variable, 'expression

ZH

=lo

log ————ex >
°8 \/(n+1)z"‘+... & 71

log f(2) = (n +1)logz, logypz=
et, par suite,
log[e™ f*(2) p(2)] = (np. + p +1)logz — z — Flog (n +1).
» Aprés avoir substitué la valeur de z,,,, une réduction facile nous don-
nera, en faisant, pour abréger, .
O(p) = (np+ p.+1)log (n +1)p. — (n+1)p. — tlog(r +1),

cette expression semblable a celle des intégrales eulériennes de premiere

® e
f e pL(z)dz:\/—- A,
[ ¢

Maintenant on va voir comment les résultats ainsi obtenus conduisent ai-
sément A la valeur du déterminant A.
» VI. Yeffectuerai d’abord une premiere simplification en supprimant,

espece

dans les termes de la ligne horizontale de rang i, le facteur \/H—z_l_i—l, puis

une seconde, en divisant tous les termes d’une méme colonne verticale par

le premier d’entre eux. Le nouveau déterminant ainsi obtenu, si ’on fait,

pour abréger, !

P=f(p)y Q=flg)er S=Sls)

sera évidemment
I I 1 1

P Q S e+t

............

Pz Qn sn ee (W +n—0(w

» Or on voit que . ne figure plus que dans une colonne, dont les termes
croissent d’une telle maniére que le dernier e®®+™~%® est infiniment plus
grand que tous les autres. Nous avons en effet

6+ 1) = 0(p) + i0'() + = 0"(1) + -

= (p)+i[i+(n+1)log(n+ I)}J{l—l—i—z(-—-‘%—kn:—l)ﬂ-“'a
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et par conséquent, si 'on néglige ,l,.’ Pl, ey

2

O+ 1) —0(p)=1i(n+1)log(n+1)pu,
d’ou
eoau-i)_e({i) — [(n + I)Mi(mn.
En ne conservant donc dans le déterminant que le terme en p. de Vordre
le plus élevé, il se réduit simplement & cette expression

I I 1
P Q S
[(n + I) I_L]n(n+l) P2 Q2 82

I;n—l (én;l Sn—l

» Il en résulte qu’on ne peut, en général, admettre que le déterminant
proposé A s'annule, car les quantités P = f(p), Q = f(g),..., fonctions
entiéres semblables des racines p, ¢,..., de Péquation dérivée f'(x)=o
seront comme ces racines différentes entre elles. C'est ce qu'il fallait éta-
blir pour démontrer I'impossibilité de toute relation de la forme

N -+ eaNq -+ 66N2+c-o+ ehN,,—_— 0O,

et arriver ainsi & prouver que le nombre e ne peut éire racine d’une équation
algébrique de degré quelconque & coefficients entiers.

» Mais une autre voie conduira 4 une seconde démonstration plus rigou-
reuse ; on peut en effet, comme on va le voir, étendre aux fractions ration-

nelles
O (x) B () o, ()
o (=) o(z)

le mode de formation des réduites donné par la théorie des fractions conti-
nues, et par la mettre plus complétement en évidence le caractére arithmé-
tique d’une irrationnelle non algébrique. Dans cet ordre d’'idées, M. Liou-
ville a déja obtenu un théoréme remarquable qui est 'objet de son travail
intitulé : Sur des classes trés-étendues de quantités dont la valeur n’est ni algé-
brigue, ni méme réductible & des irrationnelles algébriques (*), et je rappellerai
aussi que V'illustre géométre a démontré le premier la proposition qui est

le sujet de ces recherches pour les cas de I'équation du second degré et de

(*Y Comptes rendus, t. XVIII, p. 883 et g10.
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I'équation bicarrée [Journal de Mathématijues (Note sur 'irrationnalité du
nombre e, t. V, p. 192)]. Sous le point de vue auquel je me suis placé,
voici la premiére proposition & établir.

» VIL. Soient: F(z), F,(z),..., F,.,(2) les polynémes déduits de Pex-
pression

Mz — a)(z— b)Y, (2 — R)*,

lorsqu’on attribue aux exposants fi, fy,..., f,, 7 -+ 2 systémes différents
/()
& (x)
fractions convergentes vers les exponentielles, qui correspondent a4 'un
quelconque d’entre eux F.(z), on pourra toujours déterminer les quan-
tités A, B, C,..., L par les équations suivantes :

les

de valeurs entiéres et positives. En représentant, en général, par

A® (x)+ BO'(x) + C®*(x) +...+ L0 (x)=o,
AD,(x)+ B®i(x) + CPI(x) +...+ LI (x)= o,
AD,(x)+ BO! (x) + COZ(x) +...+ LI (x) =o.

Mais, au lieu de conclure de telles relations des polyndmes ®*(x) supposés
connus, notre objet est de les obtenir directement et a priori; je vais éta-
blir pour cela qu'il existe, entre les intégrales indéfinies

fe““” F(z) d, fe"“ F,(z)d,..., fe“”F,w () dz,

une équation de la forme
J!ofe—”F(z) dz—i—albfe"” F, (2 dz+...+ Qfe"“F,H, (z) dz = e—*%0(z),

les coefficients &, w,..., £ étant indépendants de z, et ©(z) un polyndéme
entier divisible par f(z). Si 'on fait, en effet,

g, (z) _ F/;(.z) n F(z) + F;(z) e,

z 8
on aura

Jlgfe"“F(z) dz + f&fe‘” F,(z)ds +...+ ,Qfe'“F,H_, (2)dz
= — e [AF(3) + W (2) +.ot £Fnri( 7)),

. . W e A , .,
et il est clair que les rapports :‘:, P % pourront étre déterminés, et

il
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d'une seule maniére, par la condition supposée que le polynéme
0(z) = —[WF(z) + 05, (2) ...+ £Fnri(2)]

contienne comme facteur f(z) = z(z — a) (z — &)... (z — k). Nous conclu-
rons de la en prenant les intégrales entre les limites z = o et 5 = a,
par exemple

a a @ ]
Jlgf e ** F(z) dz + quf e~ *F, (2)dz +... (f e Fo,(2)dz=o0.
o [¢] (o]
» Maintenant les relations

ess .Z‘M’H

fae"z“’F,(z) dz = w,

o eow pM+
donneront, en égalant séparément & zéro, le terme algébrique et le coeffi-
cient de Pexponentielle %, si I'on fait, pour abréger,

Ao b

A:'zm, B.:Wt)-'l, IJ:

ZOwn+’
les égalités suivantes :
AD(x) + BO () +...0 L™ (x) = o,
AQ,(x) 4+ BOj{x) +...,+ LI (x) = o.
» Or on aura de méme, en prenant pour limites supérieures des inté-
grales z2=20,¢,..., %,

Ady(x) + B () +...+ LI (x) = o,

A®,(x) + BO(x) +...4 L™ (x) = o,
et il est aisé de voir que les coefficients A, B,..., L pourront étre supposés
des polynomes entiers en x. L’intégralefI e 7" (z — 1y"ds, qui figure

(]
dans la relation précédemment considérée (p. 21),
xEL g¥

1
e T(z) = 1, (2) = 55 [ e e (s ),

4]

nous servira d’abord d’exemple. »



ANALYSE. — Sur la fonction exponentielle ; par M. HERMITE.

» VIII. Dans ce cas facile, ou 'on a simplement

J(z)=3(z — 1),

je partirai, en supposant
O(z) = xcf™+'(2) + (m +1)f"(2)f'(2),
de I'identité suivante :

deo)]

— =e %[0 (z) — x0(z)] |

— s [ e (&) 4 (1 f BB+ m(m 1) S S @),

et j’'observerai que
SRR =42 — bz +1=4f(z)+1, f'(s)=2
ce qui permet de Vécrire ainsi :

q’ [e*0(3)]

dxr

= e—'z"[mx?f’"*‘ (2) +(2m-+1)(2m—+2) f™(2) +~m(m~+1) f " (2)].
Nous aurons donc, en intégrant, '
0 (z) = — xffe““”f’"“(z)dz + (2m-+1)(2m - 2) fe"” ™(2)dz
+m(m + r)fe“ = fm=t(z)ds, |
et ensuite, si nous prenons pbur limites z —oetz=1,
| x’fl.e‘”f’"*‘ (z)bdz =(am—+1)(2m + 2) fle‘“_f’"(z)dz
0 Jo

.
+ m(m + 1)f e~ "= (z)dz.
o
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Soit maintenant

pintt pr T .
p == ———— | ™" (5 - 1)z,
1.2...m o

et cette relation deviendra
Smpt = (4 m—- 2)6,,2 + X% gy
C’est le résultat auquel nous voulions parvenir; en ¥ supposant successi-
vement m==1, 2, 3,..., les équations qu’on en tire
G = B¢+ xg,
€ = 10¢g, -+ a’eg,,

& = Ifz, + xte,,

donnent aisément la fraction continue
[ ) x?

&t
1O 4= —

14

et il suffit d’employer les valeurs
I
ES xe‘”f e ds = e*— 1,
4]
I
€ = x3e’”f €*2(z —1)dz =e*(2 — &) — 2 — x,
(o]
d’ou I'on conclut

g ¥ 4§
& gy 0

pour retrouver, sauf le changement de « en -;3, le résultat de Lambert (*)

t— 1 z
1 z?
2~

x*
6+ -
£
10 + ~—= -,

14

Cox
(*) Mémoire sur quelques propriétés remarquables des quantités transcendantes circu--
laires et logarithmiques (Meémoires de I’Académie des Sciences de Berlin, année 1761,
p. 265). #oir aussila Note IV des Elénents de Géométrie, de Legendre, p. 288.

3o..



( 228 )
» En abordant maintenant le cas général et me proposant d’obtenir, a
I'égard des intégrales définies

foae_ S (2)dz, j(:be‘f”‘(z)dz»,..., fo'ke‘f"‘(z.)dz,

un algorithme qui permette de les calculer de proche en proche, pour
toutes les valeurs du nombre entier m, j’introduirai,faﬁn de rendre les cal-
culs plus symétriques, les modifications suivantes dans les notations précé-
demment admises. Je ferai

Flzy=(2—2)(2 = ). (2 — Zy)s
au lieu de
f(z)=12(z — a)(z—b)...(3 — k),
de maniére 4 considérer le polyndme le plus général de degré n + 1; dési-
gnant ensuite par Z 'une quelconque des quantités 2, Z55...y Zns je raison-
nerai sur l'intégrale ,
‘e“"f”‘(z)dz‘,
)
qui donnera évidemment toutes celles que nous avons en vue, en faisant
z, = 0. Cela étant, voici la remarque qui m’a ouvert la voie et conduit a

la méthode que je vais exposer.

2

» IX. En intégrant les denx membres de la relation identique

S = ot o (2 (5) = (3],

on obtient
e~ f™(5)= mfe“j’”“ (z)f'(2) dz——fe‘ f™(3)dz,
et, par conséquent,

| f:e'z "‘(z.) ds = mf:e“f"‘-* (Z)f’(z)dz;,

ou encore
f:e* 1 (2) dz:rzzﬁf%:—) dz+mJ: i—z{_%f—)dz—l—...—i— mf: c:i;? dz,
d’apres la formule

SR

S(z) Z — Zy 2 —3, Z — 2,
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» Or ce sont ces niouvelles intégrales

Zc-—-z m Z(,——z m{z Z —zfm
f e/ e dz, f ez )dz,..., f eZ/"(z) dz,
z, 22— 2y 2, 5 — 3y z Z - 2

(]

qui donnent lieu A un systéme de relations récurrentes de la forme

VA —3z -1 Z ~z fm
f ) gy = (o )f e/ g
2 Z — 3y 2 Z— %

o 9

2 o—zpm z e—* fr(z
—|—(01)f f———(—)dz+...+(orz)f f()d

z — 2 3 — 2,

0 i

Z ,—s fit z) Ze-—z m (g
f f———zfj;(—fdz=(10)f —g—é—;(-—ldz

0 "0

e~ s fm{g z —z foil
-+ (II)f e/rlz) (/z—i—...--}—(In)f e——f——(—)dz,

z — 7, 3 — %y

fzf-tg;f—zzdz:((zo)fzf’;ém—z(:—)dz |
—l—(nl)f e gy - (nn) {1[‘ ARG dz,

z2— 2 z— 3
N 1 v Z, n

ol les coefficients (i£), ainsi que leur déterminant, s’obtiennent d’'une
maniére facile, comme nous verrons.
» C'est donc en opérant sur les éléments au nombre de 7 -+ 1, dans les-

quels a été décomposée V'intégrale f e~*f™(z)dz, que nous parvenons
sa determmatlon, au lien de chercher, comme une analogie naturelle au-
rait paru lindiquer, une expression linéaire de f e~ frnt (g)dz, au

Zy
moyen de

f e (2)dz, f e (3 f = [ (2) d

» Mais, soit d’une maniére plus générale, pour des valeurs entieres quel-
conques des exposants,
F(z) = (2 — )P0 (2 — &, JPree (8 = 2a)'n3

en intégrant les denx membres de l'identité

dieF (2)] _ —srp 3
= [F (z) — F(a)],
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e2F (z) = fe—z F (z)dz _fe—ZF(z) az,

.lze_zF(z)dz:£Ze~zF’(z) dz.

o 9

on aura

d’on,

» Maintenant, la formule ,
F (z) — M ] + + L

F(z)  z—3 z—z, 0 z—z,

donne la décomposition suivante :

eF(z L e~F(z)dz Lo F(z)ds
-z — . —
f F(z)dz=p, f A {J.,/zo e —i—...+pu,zjzn pe—

qui conduira pareillement au calcul des divers termes de la suite

fzze—zF(z)dz’ fze_zF(Z)f(Z)dz,---, fze—ZF(z)f’f(z)dz;

° %o %y

effectivement, les éléments de décomposition de I'un quelconque d’entre

eux s’expriment en fonction linéaire des quantités semblables qui se rap-
portent au terme précédent, ainsi qu’on va le montrer.

» X, Jétablirai pour cela qu’on peut toujours déterminer deux poly-
nomes entiers de degré n, ©(z) et ©,(z), tels qu’on ait, en désignant par ¢
I'une des racines z,, z,,..., z,, la relation suivante :

[ gy [CE) g, pep)as),

z—t f(z)
» En effet, si, aprés avoir différentié les denx membres, nous multi-
plions par le facteur 212, il vient

F(z)
L2 f (5 =0u(5)+ [1— 52| /(m)0(2) — f(5)0/(a).

Or f(z) étant divisible par z — g, le premier membre de cette égalité est
un polyndme entier de degré 2n + 1; le second est du méme degré, d’apres
la supposition admise & I'égard de @(z) et ©,(z), et, puisque chacun de
ces polynomes renferwe ainsi 7z + 1 coefficients indéterminés, on a bien
le nombre nécessaire égal & 27 + 2 de constantes arbitraires pour effec-
tuer I'identification. Ce point établi, j'observe qu’en supposant z = z,, la
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fraction rationnelle Fz)7(2) a pour valeur f’(z) on a, par conséquent
' Fz) P Pad (25 » P “quent,
0,(2,) = p‘of’(zo)@)(zo),
0,(z,) = p, f'(2,)0(z,),

ces conditions

04 (%) = pho ' (2)@(20),

qui permettent, parla formule d’interpolation, de calculer immédiatement
©,(z), lorsque ©(z) sera connu. Nous avons de celte maniére, en effet,
Vexpression suivante :

@,'(z) . 10 (z) + t@{z) PR {L,,@(Z,,),
S(z) 53— % z— 3 22

dont nous ferons bientdt usage. Pour obtenir maintenant ©(z), je reprends
la relation proposée, en divisant les deux membres par f (z), ce qui donne

f(z) _ e(s) _F(z) o
e ha [1 F(z)] 0(z) — @(2),

0. (z)
f(%) ‘
amené 4 cette conséquence, que le polynome cherché doit étre tel que la
partie enti¢re de 'expression :

F’(z)' Y A
[1 — F(z)](a(z) — 0'(z)
f(z)

soit égale au quotient "

tion de ©(z). Soit d’abord, i cet effet,

et je remarque que, la fraction n’ayant pas de partie entiére, on est

- C'est ce qui conduit aisément 4 la détermina-

{<Z) — Zn+1 ___}_1)‘ . [)2272"'i —+ ... +Pn+l7

ce qui donnera

o) IR P I
S - R
—+ P + pi -+ p, g
+ [)2 +P2 'gn—-2
-+ Pm
ou plutét '
S(z)

:zn__l__gazﬂ-—’ +C2zll-—2 l+ . __}__‘Cn.

™
l
ey
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en écrivant, pour abréger,

=8 +p 5+ plT L+ s
Soit encore

O(z) = 2"+ o, 3" + 432" + ..y,
F'(z)

et développons la fonction 0] ‘suivant les puissances descendantes de la

/ 3
variable, afin d’obtenir la partie entiére du produit I;,T(:))@(z). Il viendra
ainsi, en posant

Si = o By + By By + MaZh b o BBy

F (z)
F(z)

So 5 Sy
=24 S+,
Z 2 Z

et, par conséquent,

F/
F((:))G(z) = 08,2 0y Sy | BT A Ssy | B AL
—+ oy $, +oa,s,
-+ Qo Sy

Les équations en &, «,, @3,..., auxquelles nous sommes amené par
I'identification, sont donc

I = 0o,

&y =oa, — ao(so -+ n),

Co=aty— oy (So+ 7 — 1) — &y $4,

Cs =g — “ﬁ(so +n '—2) —— Uy §y — o Say

L O R N R R N B O I e e e A N N I A A Y

» Elles donnent
Uy == 1,
o, =, + §,+n,
veg=Ca+ (So+n—1)8, + (So+ 1) ($ +n —1)+ 5,

I RN R R R R LR R RNy

et montrent que a,, o, &,... sont des polynémes en § ayant pour coeffi-
cients des fonctions entiéres et a coefficients entiers de s,, §,, §,,... et par
suite des racines z,, Z;,.. z,» On voit de plus que «; est un polynéme de
degré i dans lequel le coefficient de £’ est égal & V'unité; ainsi, en posant
pour plus de clarté

o= ei(‘;),
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et écrivant désormais ©(z, §) au lieu de @(z), afin de mettre £ en évidence,
nous aurons

O(2,8) = 2" 6, (5) 5" + 0,(8) 5" 4. + 0,(2).
De la résulte, pour le polyndme 8, (z), la formule

@,(Z) —_ p‘0®(zﬂﬂ C-) _I_ {"'l®(z’la g) + . + H’n®(zn, C) .

J{z) z— 2z z — 7 - 3 — 2,

et 'on en tire immédiatement le résultat que nous nous sommes proposé

d’obtenir. Il suffit en effet de prendre les intégrales entre les limites z, et Z
dans la relation

ALV L N (e G LI C
S [N s e o),

o/

ce qui donne

YA I\ £t o YA,
e F (2)/13) f e F(z)6,(2)
——-————-——'(ZZ:-‘;: —_—
z—¢ 2 J1{z) dz

Z - z
= {"“09(207 g) f : j(z()) ("[Zn

J Zo z

» Cest surtout dans le cas ol 'on suppose
o == [y =0 = P, = I,
que nous ferons usage de cette équationg si I'on fait alors
mo (z;, z,) = (ik)

et qu’on prenne & successivement égal & z,, 2,,..., Z,, 00 en conclut, comme
on voit, les relations précédemment énoncées qui résultent de celle-ci

d ~3 Fmtt (g ’ Z zfm 2 . Ze-‘z m(z
‘/Zg—‘i———(——zdz:(io)[ E—f—(—za’z%—(u)f ———f~—udz+...

IR 2= & , T % z— 2
Z —zfm( )
. (3 z
—l—(zn)f P dz,
Z,

9

pour i =0, 1, 2,..., 7. Je resterai encore cependant dans le cas général
pour établir une nouvelle proposition. »

C. K., 1873, 2¢ Semestre. (T. LXXVIL, No 4.) 31



COMPTES RENDUS

DES SEANCES

DE L’ACADEMIE DES SCIENCES.

SEANCE DU LUNDI 4 AOUT 1873,

PRESIDEE PAR M. BERTRAND.
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ANALYSE. — Sur la fonction exponentielle; par M. HerMITE.

« XI. Soient A et o les déterminants

| O(2y2) O[3, 5). 0(2,, 3,)

..................

‘@(zo,zo) O (z), %) O(2, %)
|
|

et
i 1. |
By By Z,
-2 -

Zy 2. 3,
je disqu'on a
A = o’
Effectivement, I'expression de ©(z, §) sous la forme

0(z,8)=2"+0,(8)z" "+ 0,(8) & +... 4+ 0, (&)
C. R., 1873, 2° Semestre. (T. LXXVIL, N° B.) _ 38
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montre que A est le produit des deux déterminants

1 1... 1

Zo  Z4. F
2 2 2
z2g i, 22

et

Mais 6;(¢) étant un polynéme en § du degré i seulement, de sorte qu’on

peut faire | |
0:(8) =&+ rgt + st 4

ce second déterminant, d’aprés les théorémes connus, se réduit simple-
ment au premier, et ’on a bien, comme nous voulions I’établir,
A = o?,
» Cela posé, soient

z
1 .
Ep = I._——,2.-'m.£ i f™(z)dz,
0

; I Ze—zfm(z) ] .
m = e ome— 1 z— z; (z;
2., 2 ;

la relation établie p. 228

£ze‘f'"(z)dz=nz£ ofn(z) dz—|—mf AN ({z+_,,

£

E ] 2=z

eifm(z) ,
+77l/ -——L_(__)az
5, 22—

deviendra plus simplement

S,n = E,;n + El[n + * + E:;z ;
et celle-ci:

Z oz Prrtr e=i f'm 7 s rm
f A (z)dz=m®(zo,§)f zf (= )dz+m®( &) /‘If_f‘ﬂdz""“'

z— z2—2z
9 C Zy vz, 1

Z Z £ m
+ m06(z,,%) e—}’:—iz)dz,

%y
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en supposant successivement & = zq, z;, ..., 2,, HOUS doniiera la substltu-
tion suivante que ]e deszgneral par S,., a savoir

€ == 020,79 )8, 4 O(2,3%0) 8, 4+ oo+ O(2,425) ey
m+t_' 0(201 )8 -+ O(Zi,“l)Em_l_ + @<le1zl)8nm)

e = 0(20,2,)6, + O(2,2,) e+ ...+ O(2,,2,) ¢,

Si Fon compose maintenant de proche S,, S,, ..., S,,_;, on en déduira les
expressions de ¢, ¢, ..., &, en e, &, ..., &, que je représenterai ainsi :

g, =Aje -+ Ayl 4+ ...+ AL
- — 0 Py -
g, = By, + Bzl + ... - B,éer,

gne= Lyl 4+ T8+ L+ Lyl

et le déterminant de cette nouvelle substitution étant égal an produit des
déterminants des substitutions composantes sera »*™="_ 1l nous reste en-
core & remplacer ¢, ¢,..., & par leurs valeurs pour avoir les expressions
des quantités ¢, 'sous la forme appropriée 4 notre objet. Ces valeurs s'ob-
tiennent facilement; comie o va voir.

» XII. Japplique a cet effet la formule générale

fe‘zF(z)z.’z = — e 4(a),

en supposant

F(z?,

F(.Z):z__g

c’est-a-dire
sz) =2+ } 1 4 gz 722 4,
-+ +pé
-+ P
11 est aisé de voir alors que ¥(z) devient une expression entiére en z et &,

enti¢rement semblable 4 0(z, §), de sorte que, si on la désigne par ®(z, &),
on a

D(2,8) = 2"+ 9, (8) 2" + 02(8) "2+ .. + 94 (E)s
¢;i(§) étant un polyndéme en ¢ de degré i; dans lequel e coefficient de & est
38..
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P'unité. Ainsil’on obtient, en particulier,

¢ (8)=¢C +p+n,
9. () =8+ (pr+n—1)C+p,+(n—1)p, +n(n—1),

D(zy, 2,) V(245 5u)eee P(20, 2,)
est encore égal A »®. Cela posé, nous tirons de la relation

Lotz
[ L dr= era(,, ) — (2, 8),

Z -
o
en supposant § = z;, la valeur cherchée
= e 0 (2, ) — € 1D(Z, ).

Or, voici les expressions des quantités ¢;, qui en résultent.
Soit ]
do = A O(Z, 20) + A, ®(Z, 2,) +...+ A, (2, 3,),
w = B,®(Z, z,) + B, ®(Z, 3,)+...+ B, ®(Z, z,),

_t —_ T‘O(I)(Z’ zo)+ 141 (D(Z, 24) +---+ IJ,;@(Z, .Z,,),

et convenons de représenter par oy, aboy..., £, les valeurs obtenues
pour Z = z,, on aura

€ =e % p, — €N,

g = e Fahy — € “ab,

..... e e

=g, —ele,

» Dans ces formules, Z désigne 'une quelconque des quantités z,,
Zg, ..., Z,; maintenant si nous voulons mettre en évidence le résultat
correspondant & Z = %, nous conviendrons en outre de représenter,
d’une part, par dz, wbg,..., Lx et delantre, ni, ..., uj les valeurs que
prennent, dans ce cas, les coefficients &, w,..., £ et les quantités ¢,
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Ehiresey & On obtient ainsi les équations

Ny = €750 foy — €7 g,

7]}: = e % ah, — by,

=g, — e,
qui vont nous conduire 4 la seconde démonstration que j*ai annoncée de
V'impossibilité d’une relation de la forme

e»Ny+ e N, +...+e*N,=o,

les exposants z,, 2,..., 2, étant supposés entiers ainsi que les coefficients

No, N"'Ol’ Nn'

» XIIL Je dis en premier lieu que ¢, peut devenir plus petit que toute
quantité donnée, pour une valeur suffisamment grande de m. Effectivement,
I’exponentielle e~* étant toujours positive, on a, comme on sait,

z Z
f e F(z)ds = F(Z) f e*dz=F(£)(e= — &),

“ . %y
F(z) étant une fonction quelconque, et £ une quantité comprise entre les
limites z, et Z del'intégrale. Or, en supposant

_ /(=)

. F(Z) =T zi,

on aura cette expression

: P il 6 N

mT pa,..m—1E—z

(e —e?),

qui met en évidence la propriété énoncée. Cela posé, je tire des équations

Ny = €7, — €7y,
0. gz ez
Ny = € 0Ry — €7y,

10 = € 0oy — €7 oy,
la relation suivante: ‘

eI N, + e Ny + .o + 9! N,
= e ("N, + =Ny + ... + N, )by,
— (g Ny 4 oy N+ o os 4+ A, N, )
Si V'on introduit la condition

es Ny + e N, + ...+ e N, = o,
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elle devient
e N, + emni N, + ... + 650N,
_ (eﬁu’u‘No + a&)] N' + ave + “’ft"nNIl)'

» Or, en supposant que z,, 3,,..., %, soient entiers, il en est de méme
des quantités (2 5), (2, z4), et, par conséquent, de sy, gy ..y ope
Nous avoiis done ud nombre siitier

g Ng + oy Ny ...+ 0, Ny,
qui décroit indéfiniment avec 19, n!,... v}, lorsque m augmente; il en ré-
sulte que, a partir d’uhe certainé valéur dé m, &t pour toutes les vileurs plus
grandes, on aura v
eﬂuoNo - Aoy N| R T e i, O Nn = 0,
ét, eolitné ofi obtient paréillement les conditions

r‘P"ONO ~+ by NI +...+w,N,=o,

la relition | N
e*Ny + €Ny +i.:4 e"N, =0

a pour conséquence que le déterminant

quo C/‘L” LN Y Ql%’l
W Wy ... b,

£da L v Lan
doit nécessairement étre nul. Mais, d’aprés les expressions des quanti-
tés oz, Wbgy ..., £ 10 A estle produit de ces deux autres déterminants

A, A, ... A,
B, B, ... B,

et

.............................
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dout le premier a pour valeur w*"%, et le second 2. On a donc
A = ", et il est ainsi démontré, d’une maniére entiérement ngoureuse,
que la relation supposée est impossible, et que, par suite, le nombre e n’est
point compris dans les irrationnelles algébriques.

» XIV. 1l ne sera pas inutile de donner quelques exemples du mode
d’approximation des quantités auquel nous avons él€ conduit, et je considé-
rerai d’abord le cas le plus simple, oti 'on ne cousidére que la seule expo-
nenticlle e*. En faisant alors f(z) = z(z — ), nous aurons

1 *E
£y == ——-f e 2" (2 — x " dz
1.2...m o

et

x
1 - —
5[2 —_— et gin I(Z \m ((J‘
1.2...m —1 o

x
c I . f 3 m(z ___x\ln— dz
e —— >
0

1.2,...m—1-

I

Or on obtient immédiatement

0(z,8)=z+C+2m+1—x,
d’on
®{0, 0)=2m 4+ 1 — x, O(x, 0)=2m +1,
0o, x) = 2m +1, O(r,x)=12m + 1+ x,

et, par conséquent, ces relations

Epin=(2m 41— Xyl + (2m =+ 1)¢f

1y

Ep = (2 +1)e0 4+ (2m 4+ 1 + x) el

et

» Jobserverm maintenant qu’il vient, en retranchant membre i
membre,

s'}n—-H /n—H =& [ (723 -+ 5:11717
de sorte que, ayant
G = 6y £y
on en conclut
s:n+l - 8(/)u+1 = &'&y,.

Joignons a cette équation la suivaute :

Gnat T Epis == Epyyy
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nous en déduirons les valeurs

1 St -+ Teén .0 _ Emgr — X

— ? [ —_ b
m+1 Py m—1 P

£

et. siIon y change m en m — 1, une simple substitution, par exemple
) ’ P ’ ’

dans la relation

= (2m+1—2)e) + (2m 1),

donnera le résultat précédemment obtenu (p. 227),
€1 = (4”1 -+ 2) e+ L ey
» Soit, en second lien, n=2, z =o0, 3 =1, 2z, =2, dou
f(z) =z(z — 1) (3 — 2) = 2* — 32° + 2z, on trouvera
O 8 =22+ —1)z+ (E—1)"+3m{z +E5+1) + gm?,
et, par conséquent,
e{o,0)=gm*+3m+1, ©(0,1)=gm*+ 6m, o(0,2)=gm*+ gm +1,
0(1,0)=gm!+6m-+1, ©(1,1)=gm*+ gm-+1, 0(1,2)=gm*+ 12m+3,
®(2,0)=gm'+gm+3, ©(2,1)=gm*+12m+4, ©(2,2)=gm’+15m+7.
» En particulier, pour m =1, nous aurons
£ =13l +16¢} +21¢f,
et =15ed +19el + 25¢f,
e2=19¢e} +24¢f +31¢};
d’ailleurs il vient facilement
Oz, ) =22+ (5 —1)z+ (£—1)%
ce qui donne
e =1—e (2 —Z+1),
el= —e 7%
2 =1—e (L +Z+1);
on en conclut
¢ =234 —e"“[50Z>+ 8Z-+ 34],
el =fo—e " [b9gZ*+10Z+ 40,
e2=50—¢e"% 742+ 127 + bo].
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De 13 résulte que
g=edtel 2 =2—e 3L+ 2],
go=¢) 4l e =124 —e *[183Z*+ 30Z +124];

et sil’on fait successivement Z=1, Z = 2, 'expression de ¢, fournit les va-
leurs approchées

5 ) 14
€= et = 5 =7
et Vexpression de ¢, les suivantes :
337 o2 916
= 124’ BT

ol Verreur ne porte que sur les dix~milliémes. En supposant ensuile
m= 2, ce qui donnera
£y =43¢Y + 49el + 57¢2,
el =/48¢e5 + 55el +64¢2,
g3 = 5583 +63¢} +1b5el,
nous obtiendrons
¢y ="06272— e[ 9250922+ 1518Z+ 6272,
el =r7032 —e"[103812*+1702Z +7032],
:2=8140—e*[120172*+1970Z + 81/0],
d’ou
¢y == 21444 — e (3165722 + 5190Z + 21444),

et, par suite,
158291 o 158452

kg 6T g

Perreur portant sur les dix-millioniemes. »

o=



