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» Conclusion. 1° J'ai profité de l'occasion pour justifier auprès de

l'Académie l'importance que j'attache, au double point de vue de la gram-
maire et des sciences du domaine de la philosophie naturelle, à la défini-
tion du substantif propre et à celle de ses attributs.

» 2° Je pense avoir montré, dès i83i, l'impossibilité d'admettre l'opi-
nion de Flourens relative au cervelet, démonstration qui a été pour moi,
dès cette époque, l'occasion de fixer l'attention sur ce que la méthode que
j'avais appliquée à la Chimie s'appliquait incontestablement aux recherches

physiologiques de vivisection.

» M. le Dr Bouillaud ne pensera certainement pas que j'ai pris la parole
pour le combattre. »

ANALYSE. Sur la fonction exponentielle; par M. Heiîmite.

« ï. Étant donné un nombre quelconque de quantités numériques
a,, «2, an, on sait qu'on peut en approcher simultanément par desfrac-
lions de même dénominateur, de telle sorte qu'on ait

§,, 52, §“ ne pouvant dépasser une limite qui dépend seulement de n.

C'est, comme on voit, une extension du mode d'approximation résultant de

la théorie des fractions continues, qui correspondrait au cas le plus simple
de n = i Or on peut se proposer une généralisation semblable de la théorie

des fractions continues algébriques, en cherchant les expressions appro-
chées de n fonctions, <p,{x), (p2(x), fn(x) par des fractions rationnelles
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manière que les développements en série suivant
~D(.x~ (.x~ <I>(x~

les puissances croissantes de la variable coïncident jusqu'à une puissance
déterminée xm. Voici d'abord à cet égard un premier résultat qui s'offre

immédiatement. Supposons que les fonctions f,(x), <p2(x), fn(x) soient

toutes développables en séries de la forme a + j3ar + yx* -f- et faisons
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On pourra en général disposer des coefficients A, B, L de manière à

annuler dans les n produits ipi(x)$(x), les termes en

.fx,-étant un nombre entier arbitraire. Nous poserons ainsi un nombre d'é-

quations homogènes de premier degré égal précisément à p.u et l'on aura

on voit que les développements en série de la fraction rationnelle et de
la fonction seront en effet les mêmes jusqu'aux termes en ,xM,et, comme
le nombre total des conditions posées est ju,,+ ^2 H- ~t~\xn1 il suffit

d'assujettir à la seule condition

les entiers ^restés jusqu'ici absolument arbitraires. C'est cette considéra-
tion si simple qui a servi de point de départ à l'étude de la fonction expo-
nentielle que je vais exposer, me proposant d'en faire l'application aux

quantités <p,(x) =eax, <p2(x) = ebx, yn(x) = ehx

» II. Soit pour abréger M m = p.; je compose avec les constantes

a, b, h, le polynôme
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or les intégrales définies se développant en
sériesdela forme a-t-fix+ya:2-)-

on voit que les conditions précédemment posées comme définitions du nou-

veau mode d'approximation des fonctions se trouvent entièrement remplies.

Nous avons ainsi obtenu, dans toute sa généralité, le système des fractions

rationnelles
^ff<<" ifjf représentant

les fonctions e™, e*

e!tx, aux termes près de l'ordre xM+I.

« III. Soit, comme application, n = i, et supposons de plus p. = p., = m,

ce qui donnera M = <xm,F(s)
= zm(z i)m; les dérivées de F(z) pour z = o



ai )

et l'on met en évidence que le premier membre peut devenir, pour une
valeur suffisamment grande de m, plus petit que toute quantité donnée.

.Á;2m+J
Nous savons effectivement que le facteur a zéro pour limite, et

il en est de même de l'intégrale or la quantité zm{i z) étant toujours in-

férieure à son maximum
f -M

qui décroît indéfiniment quand m augmente.

Il résulte de là qu'en supposant x un nombre entier, l'exponentielle ex ne

peut avoir une valeur commensurable; car si l'on fait x = on parvient,

après avoir chassé le dénominateur, à l'égalité

» Pour avoir, en second lieu, les valeurs des dérivées quand on suppose
z = i, nous poserons z = i -+-h, afin de développer suivant les puissances
de h, le polynôme F (j -+ h) = hm{h+ 1)"\ Or les coefficients précédemment
obtenus se reproduisant, sauf le signe, on voit qu'on aura

» Ces résultats conduisent à introduire, au lieu de $ (x) et (x), les

polynômes Il(x) = -J^îL-, n< (x) = i *l£*]
dont les coefficientsi.2.3. m t.2.3.m

sont des nombres entiers; on aura ainsi
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dont le second membre peut devenir moindre que tonte grandeur donnée,

et sans jamais s'évanouir, tandis que le premier est un nombre entier.

Lambert, à qui l'on doit cette proposition, ainsi que la seule démonstra-

tion jusqu'à ce jour obtenue de l'irrationnalité du rapport de la circonférence

au diamètre et de son carré, a tiré ces importants résultats de la fraction

continue

à laquelle nous parviendrons plus tard. Laissant entièrement de côté le rap-

port de la circonférence au diamètre, je vais maintenant tenter d'aller plus
loin à l'égard du nombre e, en établissant l'impossibilité d'une relation

de la forme

a, b, h étant des nombres entiers, ainsi que les coef6cientsN,Nj,N,

,) IV. Je considère à cet effet, parmi les divers systèmes de fractions ra-

11 ~~(~? 4>,(x) ~(.~)
1. b lttonneites– cetut quon obtient lorsquon supposetionnelles (x) ~x) · ·, (

celui qu'on obtient lorsqu'on suppose

p. = li =.= p.n, ce qui donne
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» Cela pose, observe en premier lien que e(,£2, deviennent, pour une

valeur suffisamment grande de p., plus petits que toute quantité donnée;
car, le polynôme/^) ne dépassant jamais une certaine limite X dans l'in-

tervalle parcouru par la variable, le facteur />(Z)^'H" tt+l qui 1XiiaItir>liei .a.o.fi
1 •

l'exponentielle sous le signe d'intégration est constamment inférieur à la
l~x.a+~ )1'X

1..quantité qui a zéropour limite.

» Je suppose maintenant oc = i dans les équations (A), et désignât»
alors par P, la valeur correspondante de II,- (a;) qui sera un nombre entier

dans l'hypothèse admise à l'égard de a, b, h, elles deviendront

dont le premier membre est essentiellement entier, le second, d'après ce

qui a été établi relativement à elf e3, pouvant, lorsque p. augmente,
devenir plus petit que toute grandeur donnée. On aura donc nécessaire-

ment, à partir d'une certaine valeur de fx et pour toutes les valeurs plus
grandes,

» Supposons, en conséquence, que [± devenant successivement a -+-i,

p. -+- 2, p. -h n, P,- se change en V\ P" P^, on aura de même
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» J'observerai dans ce but qu'on peut substituer aux termes d'une

même ligne horizontale des combinaisons linéaires semblables pour toutes

ces lignes, et que j'indiquerai en considérant, par exemple, la première.

Elle consiste à remplacer respectivement P, Pi P2,-< P«-f? P«> par

p e-aP,, e-aP, e-bP2, e-*P«_, e-hPn,'e-'°Pa=; il est alors aisé

de voir que si l'on multiplie toutes ces quantités par i 2 3 p., elles de-

viennent précisément les intégrales

THERMOCHIMIE. Sur la chaleur de combinaison rapportée à l'état solide;

nouvelle expression thermique des réactions; par M. Berthelot.

« 1. Les quantités de chaleur dégagées dans les actions chimiques ne se

prêtent point en général à des comparaisons théoriques, parce que l'état

des corps réagissants n'est pas le même pour tous, les uns étant gazeux,

d'autres liquides ou dissous, d'autres solides, tantôt cristallisés, tantôt

amorphes, ce qui comporte encore de grandes diversités (*). La théorie

pure exigerait que l'on pût opérer toutes les actions et en calculer les effets

(*) Sur la formationdesprécipités; dans ceRecueil, t. LXXIII, p. 1165,et surtout

p. 1215-1219.

En prouvant donc que ce déterminant est différent de zéro, on démontrera

l'impossibilité de la relation admise

» Maintenant les autres lignes se déduisent de celle-là par le change-

ment de p. en fx+ 1 fx+ 2, jx -t- n, et le déterminant transformé sur

lequel nous allons raisonner est le suivant
















































